7 Odredeni integrali 63

7 QOdredeni integrali

Neka je funkcija f(z) definisana na intervalu [a,b]. Ako ovaj interval pode-
limo na n delova tackama

a=20< 11 <Tog<...<x,=0>

dobijamo (pod)intervale [xg, z1], [x1, Z2],. . ., [Tn_1, Zn].

Obelezimo sa Az; duzinu intervala [z;_q,x;], odnosno Ax; = x; — x;_1.
Izaberimo u svakom otvorenom intervalu (z;_1, x;) neku tacku & € (x;_1, ;).
Ako sada, polazeéi od vrednosti Az; i vrednosti funkcije f(&;) u tacki &;

formiramo sumu
n

Z f(&)Az;

dobi¢emo integralnu sumu funkcije f(z) na odsecku [a,b] koja odgovara
odabranoj podeli intervala.

Ako postoji grani¢na vrednost integralne sume kada broj podintervala
tezi beskonac¢nosti, a duzina najveceg od njih tezi nuli, odnosno grani¢na
vrednost

m;;;zlooﬁ 0 =1

i ako je ona kona¢na i jednaka za ma kakvu podelu intervala [a,b] i ma
kakav izbor tacaka ¢ onda kazemo da je funkcija f(z) integrabilna (u Ri-
manovom smislu) na odsecku [a, b], a navedenu grani¢nu vrednost nazivamo
odredenim integralom (u Rimanovom smislu) funkcije f(z) na odsecku [a, 0]
1 oznacavamo sa

[ i@ = m Y se)an,
a mazie, —0 =1

Funkcija f(x) je integrand, odsecak [a, b] oblast integracije, a je donja granica
a b je gornja granica integrala.

Svaka neprekidna funkcija ili funkcija sa kona¢no mnogo prekida I reda
na intervalu [a, b] je integrabilna.

Geometrijski interpretirana, integralna suma predstavlja sumu povrsina
pravougaonika ¢ija je jedna strana jednaka f(¢;), a druga Ax;. Povrsina
svakog od tih pravougaonika f(&;)-Ax; je priblizno jednaka povrsini krivolin-
ijskog trapeza ograni¢enog z-osom, krivom f(x) i pravama r = z;,_1 i z = x;.
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7.1 Osobine odredenih integrala

1) Pri definiciji odredenog integrala smo pretpostavili da je a < b. Ako je
a > b onda se uzima po definiciji

b a
/ flx)dx = —/ f(z)dx.
a b
2) Uzima se po definiciji da je
/a f(z)dz = 0.

3) Ako je funkcija neprekidna i nenegativna na [a,b] onda je u skladu
sa geometrijskom intrpretacijom integralne sume i u skladu sa onim
sto intuitivno podrazumevamo pod povrsinom krivolinijskog trapeza
ogranicenog x-osom, krivom f(z) i pravama z = a i x = b, ta povrsina

P = /abf(as)dac

7.2 Osnovna teorema o srednjoj vrednosti integralnog
racuna

Ako je funkcija f(x) neprekidna na odsecku [a, b] tada postoji ¢ € [a, b] takvo
da je

[ fwdr = (o)

Dokaz 8 Neka je

€la b] xe[a b]
tada je
Z Z (&)Az; < Z MAz;
=1 =1 =1
odnosno .
Z Z (&)Az; < M Z Ax;
= =1 =1
pa kako je
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sleds .
m(b—a) <Y f(&)Az; < M(b—a).
i=1

Prema tome je 1

mb—a) < lim Y f(&)Ar; < M(b—a)
manszjo—»() =1

odnosno

m@—ah;[f@mngw—a)

b , ] (l') T .

Kako je f(z) neprekidna, ona uzima sve vrednosti izmedu m i M pa prema

tome 1 vrednost . ,
= a/a f(z)dz

odnosno postoji neko ¢ takvo da je

m <

f) = 2 [ )i

Teorema 10 Ako je funkcija f(x) neprekidna na |a,b] tada je za svako ¢ €
[a, 0]

Kﬂ@m—é%mm+lﬁwm.

Dokaz 9 Posto vrednost integralne sume
b

a

ne zavisi od podele odsecka [a,b], odabraéemo takvu podelu u kojoj je ¢ uvek
jedna deona tacka. Tada je

b c b
Yo fE)AT =) f(&)Az + ) f(&)Ax;
pa kad predemo na granicne vrednosti, dobijamo (uz uslov maxAz; — 0)

Kﬂ@mzl%@m+lﬁwm.
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Rezultat vazi i za bilo koji raspored tacaka a, b i ¢, na primer a < b < c.
Naime, u tom slucaju, kao Sto smo videli, vazi

/:f(:c)dx _ /abf(x)dx—i— /bcf(x)d:v
pa je
/abf(x)dx = /acf(x)d:r - /bcf(:n)dx
a kako je .
—/bcf(w)dx :/c f(z)dx

to je, konacno

/abf(q:)dx - /:f(:z:)d:z: + /be(a:)da:.

7.3 Izvod integrala po gornjoj granici

Neka je f(x) neprekidna funkcija na [a, b]. Sada ¢emo, koriste¢i ovu funkeiju,
za © € |a,b] definisati novu funkciju

O(z) = / F(t)dt

tako da je nezavisno promenljiva x gornja granica integrala. Pokaza¢emo da
®(x) predstavlja primitivnu funkciju funkcije f(x) na [a,b], odnosno da za
svako x € [a, b] vazi

'(x) = f(=)
Dokaz 10 Potrazimo
5 AD(x)
Aalcrgo Az

A® = Bz + Ax) — B(z) = /“AI F(t)dt — / F(t)dt =

/: f(t)dt+/:+m f(t)dt—/jf(t)dt:/:wm F)dt

Ad(x 1 etz

(z) _ f/ F(#)dt.
Ax Ax Jx

Na osnovu osnovne teoreme o srednjoj vrednosti integralnog racuna vazi da

je

o [ = g0



7.4 Njutn-Lajbnicova formula 67

gde je ¢ € [x,x + Azx], pa je, imajuéi u vidu neprekidnost funkcije f(x)

lim Y Yim fle) = f(lim ¢) = f(x)

Axz—0 A[E Ax—0 Az—0

odnosno, prema definiciji 1zvoda funkcije,
'(z) = f(a).

7.4 Njutn-Lajbnicova formula

Ako je F(x) bilo koja primitivna funkcija neprekidne funkcije f(z) na [a, b]
tada je

je primitivna funkcija funkcije f(x) pa kako se sve primitivne funkcije jedne
funkcije razlikuju za konstantu to za svaku primitivnu funkciju funkcije f(x)
vazi -

Fz)+C = / F(t)dt.
Ako sada izaberemo da je x = a dobijamo

Fla)+C = /af(t)dt —0

odakle je C = —F(a), pa je

Ako, dalje, izaberemo da je x = b dobijamo

[ #toyt = ) - Fla)

sto nam, kada zamenimo promenljivu t sa x, daje Njutn-Lajbnicovu formulu.
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Prema tome, odredeni integral funkcije f(x) u intervalu [a,b] moze da se
izracuna tako $to se nade njena primitivna funkcija F'(z), odnosno neodredeni
integral, i onda izracuna razlika funkcije F'(z) u krajnjim tackama intervala
integracije. Uobicajeno je da se uvede oznaka

tako da je

Primer 61

1

L dx
/ = arctgx
0

s
1522 = arctgl — arctg0 = 1

0

7.5 Jos neke osobine odredenog integrala
1) Ako su f(z) i g(x) neprekidne funkcije na [a, b] onda je

b

f(z)dx + CQ/a g(x)dx.

b

a

[ler7@) + exg@lde = e, [

Dokaz 12 Neka su F(x) i G(z) primitivne funkcije redom funkcija f(x)
i g(x). Tada je H(x) = cF(x) + coG(x) primitivna funkcija funkcije
c1f(x) 4 cag(x) jer je

H'(z) = [e1 F(2) + 2G(2)] = 1 F'(2) + oG’ (x) = c1 f () + cag(2).

Stoga je
b

[e11(@) + agtwlie = ()|
1 F(b) + c2G(b) — c1F(a) — c2G(a) = 1 (F(b) — F(a)) 4+ co(G(b) — G(a)) =

b

¢ /ab f(x)dx + cz/a g(x)dx.
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2) Ako su u = u(z) i v = v(z) diferencijabilne funkcije na odsecku [a, b] tada

je
b b b
/udvzu-v —/ vdu.
Dokaz 13
b b b b b
/(uv)'dx:/ u'vdw+/ uv'dx:/ vdu+/ udv
Sem toga
b b
/ (wv)'dx = uv
pa je
b b b
U :/vdu+/udv
odnosno
b b b
/udv:uv —/ vdu.
Primer 62

—/1 - d:v—z—i-\/l—a:Ql—Z—l
o Vi—az2 = 2 o 2

3) Neka funkcija ¢(t) ima neprekidan izvod na [a, 5] i neka je a = ¢(a) i
b= ¢(f). Neka je f(z) neprekidna funkcija na [a, b]. Tada vazi

1

1
/ arcsin xdx = x arcsin x
0 0

B
e’

/abf (w)de = [ flp(t)] -/ (t)dt.

Dokaz 14 Neka je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x) na [a,b] i neka
je G(t) primitivna funkcija funkcije flp(t)] - ¢'(t) na [a, 5]. Kako je izvod
funkcije Flp(t)], kao sloZene funkcije, jednak flo(t)] - ©'(t), to je i Flp(t)]
primitivna funkcija funkcije flp(t)] pa je

Odavde sledi
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Primer 63 Izracunaéemo
'S
/ Vr?2 — x2dx
0

tako sto éemo wvesti smenu x = rcost, odakle je dx = —rsintdt. Nowve
granice suxr =0 =rcost=0=cost=0=t=Z 1x=r=rcost=r =

97
rcost =1=1t =0, tako da dobijamo

r 0 z
/ V1?2 — x2dy = —r/ Vr2 —r2cos? tsintdt = r? /2 sin? tdt =
0 T 0

™

r2/§ 1 _COSQtdt:r2 {t B sith} ”T _ a7
0 2 2 4 0 4
2

Napomena: Quaj integral predstavlja povrsinu cetvrtine kruga x® + y* = r2.

»

7.6 Primena odredenog integrala u geometriji
7.6.1 Izracunavanje povrsine ravnih likova

Ako je f(z) neprekidna, nenegativna funkcija na odsecku [a, b] tada je, kao
Sto smo videli, povrsina krivolinijskog trapeza ograni¢enog odozdo odseckom
[a, b], odozgo lukom krive f(x) a sa strane pravama x = a i x = b jednaka

P = /abf(a:)daz.

Ova formula se moze prilagoditi i drugim slucajevima, kada je f(z) negativna
funkcija na odsecku [a,b], pa je krivolinijski trapez ispod z-ose. Tada je
povrsina ovog trapeza

P = —/abf(x)dx.

Kona¢no pomocu odredenog integrala moze se dobiti i povrSina izmedu dva
grafika y = f(x) 1y = g(x), koji se seku u tackama za koje je x = a, odnosno
x = b. Ta je povrsina, naime, jednaka

b b
P = / f(x)dx — / g(z)dz.
Primer 64 Izracunacéemo povrsinu figure koju ogranicava elipsa ﬁ—z z—j =1

S obzirom na to da je ova elipsa simetricna u odnosu na koordinatne ose
dovoljno je izracunati povrsinu u I kvadrantu i pomnoZiti je sa 4. 1z jednacine
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elipse se za I kvadrant dobija y = S\/az — 22, dok su granice integracije od
x =0 dox=a pa je

a b re b ma?
P:4/ ydx:4f/ Va? — 2?dr = 4— - — = 7ab.
0 a Jo a 4
Primer 65 Sada cemo pokazati kako se moZ nacéi povrsina koju formira
jedna parametarski zadata kriva. Kao primer cemo koristiti cikloidu, koja
je zadata parametarskim jednacinama

x =a(t—sint),y = a(l — cost)
i to njen prvi “svod” iznad x-ose, od tacke x = 0 to tacke x = 2aw. Odgo-

varajuce vrednosti za parametar t bicet =0 it = 27, pa je, imajuci u vidu
da je dz = a(1 — cost)dt,

2m 2m
P = / a(l — cost)a(l — cost)dt = a2/ (1 —2cost + cos®t)dt =
0 0
2w 1 2t
a2/ <1—2cost++(;os>dt:
0

a® (t 2sint + E + sin2t) 7
2 4

=a?- 3.

0

I u polarnom koordinatnom sistemu odredeni integral se moze koristiti za
izracunavanje povrsine ravnih likova. Ako je luk AB definisan neprekidnom
funkcijom p = f(0) na [, ] tako da nezavisno promenljivoj p = a odgovara
tacka A a nezavisno promenljivoj p = [ tacka B, tada je povrsina krivoli-
nijskog trougla OAB orgranicenog lukom AB i polupravama p =aip =0
data sa

LB
P = [lrO)®.

Da bismo to pokazali, podelimo navedeni krivolinijski trougao na n delova
polupravama 6 = 0y = «, 6 = 04,....0 = 0, = (3. PovrSina kruznog isecka
sa centralnim uglom A6#, = 0,1 — 0 &ji je polupreénik p, = f(0x) gde je
0, € (Qk, Qk:-i—l) je

1

i ona je jednaka pribliznoj vrednosti krivolinijskog troulga ogranicenog polu-
pravama 6 = 6, 1 0 = 0;,,. Stoga je povrsina celog trougla priblizno jednaka

n—1

1 n—1 B
P=> AP, ==Y f(0,)Aby.
k=0 2 k=0
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Ako sada n — oo 1 maxrAf, — 0 onda je povrsina krivolinijskog trougla

n—1 1 n—1 B 1 8
P= lim S AP = lim =3 f6)A0 == / [£(6))2d6.
maanQ:o" o k=0 manzze,joﬂ 0 2 k=0 2 @

Primer 66 Nadi éemo povrsinu figure ogranicene lemniskatom, krivom zada-
tom polarnom jednacinom p = av2cos20. Kako je lemniskata simetricna
u odnosu na obe koordinatne ose dovoljno je izracunati jednu cetvrtinu (za
0€10,7])
1 /= by
P = 45 /4 2a% cos 20d0 = 2a2sin 20| = 2a2.
0 0

7.6.2 Duzina luka krive

Posmatra¢emo najpre krivu zadatu parametarskim jednac¢inama. Neka je C
kriva definisana funkcijama x = (t) iy = 9(t), gde su ¢(t) i ¥(t) neprekidne
funkcije na odsecku [, 5]. Na toj krivoj uoc¢i¢emo jedan luk [ = AB, za
t € [a, (], a zatim ¢emo ga podeliti na n delova tackama My, My, My, ..., M,,
koje odgovaraju vrednostima parametra t: o =ty <t <ty < ... <1, =[.
Ako sa py ozna¢imo duzinu duzi My M; 1, onda je

Pk = \/(Ik+1 = 2k)® + (Y1 — yi)?

odakle je duzina cele poligonalne linije MyMj ... M, jednaka

n—1 n—1
P=> D=, \/($k+1 —25)? 4+ (Yrtr — Y)? =
) k=0

Z Jiolter) — 9t + Wh{tnen) — D

Ako su funkeije ¢(t) 11’ (t) neprekidne onda je na osnovu Lagranzove teoreme
O(tesr) — @(tr) = (oo — te) - @' (), T € (tr, tgr)

U(terr) — (te) = (b — te) - ' (70), Tk € (ts trga)-
Sledi da je

n—1

p=3(terr — /0 (7)) + [/ (7)]2.

k=0
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Ako sada uvedemo funkciju f(t) = \/[cp’(t)]Q + [¥(t))? na [a, (], 1 oznaku
Aty = tgi1 — tg, onda je, po definiciji odredenog integrala

S fan = [ = [T OF + iR

n — oo
maxzAty — 0 k=0

Sa druge strane kada n — oo i max Aty — 0, duzina poligonalne linije tezi
duzini luka, pa je stoga duzina luka data sa

s= dm Y PR =

maxAty — 0 k=0

m > fr)dn = [l @R + R

n — oo

mazAty — 0 k=0

. - .- . 6 4 . . -
Primer 67 Naéi duZinu luka krive x = %,y =2 — tz 1zmedu presecnih

tacaka sa koordinatnim osamax =0=t=0iy=0=1t = /8.

V8 N
= 5)2 4+ (3 Zdt:/ BV + 1dt =
s= [TVErs@ra= [T v

1 sIVB 1 1 13
—(tr*+ 1)z =2(92 —1)=>-26= —.
6( +)20 6(92 ) 5 6 3

Posmatrajmo sada krivu C definisanu jednacinom y = f(z) gde su f(z) i
f'(x) neprekidne funkcije. Duzinu luka za = € [a,b] izracunacemo tako $to
¢emo iskoristiti prethodno dobijeni rezultat za parametarski zadatu krivu.
Naime, ako uzmemo da je x =t a y = f(x) = f(t), onda se, na osnovu
prethodnog rezultata moze dobiti

5= /abm I (@)de.

Ako je kriva definisana polarnom jednacinom p = f(6), gde je f'(6) neprekidna
funkcija, onda je duzina luka za 6 € [a, 3] jednaka

s= [\ oo = [l @)F + 76)pas

Ovu formulu ovde neé¢emo dokazivati.

Primer 68 Izracunati duzinu kruznog luka poluprecnika r sa centralnim uglom
. Ako u jednacini kruga p = f(0) = r uzmemo o =0 i § = ¢ dobijamo

@ @ ®
= [T+ prdo = [V P =r [T do = e
S /0 pe+p A re 4+ To A%,

Specijalno, za ¢ = 21w dobijamo obim kruga

O=r-2m.



7.6 Primena odredenog integrala u geometriji 74

7.6.3 Povrsina rotacione povrsi

Neka je data neka kriva funkcijom y = f(z) koja je neprekidna, zajedno
sa svojim izvodom, na odsecku [a,b]. Ako luk koji ova kriva formira nad
odseckom [a, b] rotira oko z-ose, onda ¢e on opisivati jednu (rotacionu) povrs.
Povrsinu P ove povrsi ¢emo sada odrediti pomocu odredenog integrala.

Podelimo najpre luk AB krive, gde je A(a, f(a)), B(b, f(b)) na n de-
lova tackama A = My, My, ..., My, My, ..., M, = B. Ako se ove tacke sada
povezu duzima M, M, ;1 dobice se jedna poligonalna linija AM; M, ... M, 1B,
koja ima n zajednickih tacaka sa lukom AB. Oznaci¢emo duzinu duzi M, e M1
sa Asg, (k= 0,1,...,n —1). Svaka od ovih duzi MMy, pri rotaciji oko
x-ose opisuje omotaé¢ jedne zarubljene kupe ¢ija je povrsina AP,. Ako sa xy
ozna¢imo apscise a sa y, = f(z)) ordinate tacaka My za (kK = 0,1,...,n),
onda su y; i yry1 poluprecnici osnova kupe koja nastaje rotacijom duzi
M M1, dok je ova duz njena izvodnica. Kako je povrSina omotaca zarubljene
kupe ¢iji je polupre¢nik manje osnove r a poluprecnik vece osnove R i cija je
izvodnica s jednak

P=s-7(r+R)
to je
APk = ASk . W(yk +ykz+1)~

Neka je Axp = 251 — T, & Ayr = ypr1 — yr- Kako je

Ayk
Asy = \/(Az)? + (Agi)? = Aagy |1+ (222
51 = (Ag)? + (Agy)? = Ay [1+ ()
i kako je, po Lagranzovoj teoremi —2 = f'(tx), tr € (g, Tks1) to je

APy = [ f(zr) + flzre)]y 1+ [ (t)]? Ay

Cela povrsina koju opisuje poligonalna linija AM; M, ... M, _1B bic¢e, prema
tome,

P = Z APk =T Z J?k + f $k+1)] 1+ [f’(tk)]ZAl’k

Kako broj deonih tacaka luka AB a time i tacaka na poligonalnoj liniji
AMiMs, . ..M, 1B raste, a njihovo najveée medusobno rastojanje max Asy,
a time i maksimalno rastojanje izmedu njihovih apscisa max Az, se sma-
njuje, to ¢e se smanjivati i razlika izmedu povrsine P povrsi koju opisuje luk
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i povrsine P, koju opisuje poligonalna linija. Drugim recima, P predstavlja
grani¢nu vrednost povrsine P, kada n — oo a max Az, — 0.

n—1

P= lim P,=xn lim Y [f(z)+ fl@e)]y/ 1+ [ ())2 Az

n — oo n — oo
mazAzxy — 0 mazAxy — 0 k=0
Kako xp — t 1 zp11 — tx kada n — oo to se ove dve vrednosti u grani¢nom
procesu mogu zameniti sa t; pa gornja grani¢na vrednost postaje

P=7n lim nil 2f(te)\/ 1+ [f'(t)2Azy = 27 /abf(x) 1+ [f'(z))?dx.

n — oo

mazxAzxy — 0 k=0

Primer 69 Data je sfera poluprecnika r. Naci povrsinu sferne kalote cija
je visina h. Ako zamislimo da je sfera nastala rotacijom gornje polovine
kruga x* + y* = r* od tacke A(—r,0) do tacke B(r,0) oko x-ose, onda je
kalota nastala rotacijom kruznog luka CB koji pripada ovoj polovini kruga
oko z-ose, takvog da je Ci(r — h,0) projekcija tacke C' na x-osu, odnosno
duzina C1 B je jednaka h.

Jednacina luka je y = /r? — 22 odakle je y' = \/% pa je povrsina
kalote

2 r

= 27rh.
r—h

P:27T/ Vr2 — a2 1+ dx:27rr/ dr = 2nrx
r—h r—h

x
72 _ 32
Specijalno, za h = 2r dobijamo povrsinu sfere P = 4mr?.

7.6.4 Zapremina rotacionog tela

Posmatra¢emo najpre neko telo V' koje se nalazi izmedu dve ravni x = a i
x = bnormalne na x-osu. Povrsinu preseka tog tela i bilo koje ravni normalne
na z-osu izmedu ravni x = a i * = b oznaci¢emo sa ) = Q(z). Na ovaj nacin
definisali smo jednu funkciju Q(z) za x € [a, b].
Pretpostavi¢emo da je telo takvo da je funkcija @Q(z) neprekidna za
x € [a,b]. Zatim ¢emo telo V preseéi sa m ravni normalnih na z-osu
rT=xy=0a,r=2,...,x ==, =bxr <xpi. Nataj nacin telo je razbijeno
na n nepravilnih zarubljenih kupa. Izracunajmo zapremine ovih kupa AVj.
Za svaku zarubljenu kupu, izmedu ravni x = xj i * = x); moguce je izabrati
tacku ty, € (g, xpy1) tako da zapremina AV} bude jednaka zapremini cilindra
¢ija je osnova presek tela V' sa ravni x = t;, a Cija je visina Azy = x1 — Ty
Stoga je
AVk = Q(tk)A:)sk
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dok je ukupna zapremina svih cilindara jednaka
n—1
k=0

Kako broj preseka tela V' i ravni paralelnih z-osi raste, a najvec¢e rastojanje
izmedu ravni Axj; se smanjuje, to ukupna zapremina cilindara V,, tezi za-
premini tela V' odnosno

n b
V= lm V,= lm Y Q)Az,= / Q(z)dz.
m;;:m(;:oﬂ 0 ma’r;zzioﬂ 0 k=0 a

Posebno, ako se radi o telu nastalom rotacijom luka AB krive f (x) oko z-ose
i ako je ta kriva neprekidna na [a,b], onda poprecni presek tela sa ravnima
paralelnim x-osi predstavlja krugove polupreénika f(z) koji imaju povrsinu
Q(z) = mf*(z). Sledi da je zapremina rotacionog tela

V= WLb 2 (x)dz.

Primer 70 Izracunati zapreminu lopte poluprecnika r. Lopta nastaje rotaci-
jom polovine kruga x* +y* = r? tako da je y = /12 — 22.

T T

V= 7r/r (Vr2 — 22)%dr = 7r/ (r* — 2*)dx = 7r’z

- -

r I?’
— T
—r

-r

4
7'””2 - 2r — g(?”g + ’]"3> — 27TT3 — g,ﬂ-,r.3 — 77_‘_7,3

3

7.7 Nesvojstveni integrali

Do sada je bilo re¢i o odredenim integralima funkcija koja su neprekidne i
ogranicene na kona¢nom segmentu [a, b]. No moze se definisati i integral kada
funkcija nije definisana na segmentu, nego na poluodsecku [a,b) ili (a, b], ili
na intervalu (a, b), pri ¢emu krajnja tacka intervala u kojoj funkcija nije defi-
nisana moze biti beskonacna, a sama funkcija u okolini te tacke neogranicena.

Ako je funkcija f(z) integrabilna na svakom odsecku [a, B], gde je
B < b < +00, i ako postoji konacni

B
lim [ f(z)dx

B—b Jq



7.7 Nesvojstveni integrali 77

onda se ta grani¢na vrednost naziva nesvojstvenim ili nepravim integralom
funkcije f(z) na poluodsecku [a,b) a oznacava se sa

/abf(x)das

gde b moze biti jednako i +00. Dakle
B

/abf(x)dx = ngir%) ®(B) =lim [ f(x)dx.

B—b Jq

Ako funkcija ®(B) odredeno divergira ka +oo (—oo) kazemo da i integral
divergira ka 400 (—o0). Ako grani¢na vrednost uopste ne postoji, kazemo
jednostavno da integral divergira.
Analogno se definise integral na (a, b]
b b
/ f(z)dz = lim / f(z)dz
a A

A—a
A>a

za funkciju koja je integrabilna za svaki odsecak [A, b] C (a,b].

Konac¢no, ako zelimo da definiSemo integral funkcije na otvorenom inter-
valu (a,b), pri ¢emu je funkcija integrabilna za [A, B] C (a,b), tada odabe-
remo neku tacku ¢ takvu da je A < ¢ < B pa je

b c c
/ f(z) = lim f(x)+ lim f(z).

A —a a B —b a
A>a B <b

I za nesvojstvene integrale vazi da je

/ab[01f1($) + eafo(@))da = 1 /ab fi(z)dx + ¢y /ab folx)]dz.

Primer 71

11 . 11 . ! . VA
/0 ﬁdl‘ = AILIEO " ﬁdﬂ? = All)m+02\/§ N = AILH—&O(Q -2 A) =2
+o0o B B
/ e “dr = lim e dr= lim —e | = lim (1-e¢%)=1
0 B—+40c0 J0 B—+o0 0 B—+oco
oo ] 0 1 oo ]
——dr = / —d / ——dr =
Lm 12" a1z 2 ), 172
0o 1 B 0 B
lim ——=dz+ lim ——dx = lim arctgr| + lim arctgr| =
A——ooJa 1 —+ :L'2 B—+00.J0 1 -+ $2 A——o00 A B—+4o 0
. . T m
Al_l)rfloo(o — arctgA) + Bl—lgloo arctgB = B + 5=

11 11 1
/ —dr = lim —dr = lim Inx
0 x A—+4+0JA x A—40

= lim (0 —InA) = +oc0
A A—40



