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1 Nizovi

Niz je funkcija definisana nad skupom prirodnih brojeva N sa vrednostima
u skupu R:

f:N—R.

Umesto f(n) za niz se koristi oznaka a,. Dakle a, = f(n), n € N, pri
¢emu se a,, naziva opstim ¢lanom niza. Sam niz oznacava se sa (a,).

Kaze se da niz (a,) ima grani¢nu vrednost a (odnosno da konvergira broju
a), i pise se

lim a, = a.
n—oo

ako za svako dovoljno malo € > 0 postoji broj ng(e) € N takav da za svako
n > ng(e) vazi |a, —a] < e. Pise se i a, — a (n — o0). Ako niz nije
konvergentan, on je divergentan. Posebno, ako za svako M > 0 postoji
no(M) € N takvo da je za svako n > ng a,, > M kaze se da je niz odredeno
divergentan odnosno da divergira ka +o00. Slicno se definiSe i divergencija ka
—00.

Primer 1 Niz a, = % je konvergentan 1

lim a, = 0.

n—oo

Naime, da bi niz konvergirao ka 0, za svako € > 0 treba da postoji odgo-
varaguce ng(€) tako da za svako n > ng vazi |a, — 0| < €, $to u slucaju ovog
niza konkretno znaci |%| < €, odnosno % < €, jer je n > 0. Ocigledno je da
to vazi za n > % pa je prema tome ng = [%], gde je x| oznaka za celobrojni
deo od x.

Za broj a kazemo da predstavlja tacku nagomilavanja niza (a,) ako po-
stoji kovergentan podniz ovog niza: a,,, an,,. .., ay,, ... takav da je
Jim =
Najmanja tacka nagomilavanja jednog niza naziva se limes inferior i obelezava

Sa

lim a,,
n—oo

dok se najveca tacka nagomilavanja naziva limes superior i oznacava se sa

lim a,,.
n—oo

Niz koji ima viSe od jedne tacke nagomilavanja nije konvergentan.
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Primer 2 Niz
a, = (—=1)"

nije konvergentan jer ima dve tacke nagomilavanja, buducéi da je
agn = (1) =1

Aop+1 = (—1)2n+1 =-1

odakle je ocigledno da podniz (as,) konvergira broju 1 a podniz (agny1) broju
—1. Sledi da je

lima, =1

n—oo

lim a, = —1.

n—oo

Teorema 1 Ako za sve ¢lanove dva niza (ay) i (b,) vazi a, < b,, i ako je

lim a, = a
n—oo
lim b, = b
n—oo

onda je a < b.

Dokaz 1 Ovo éemo dokazati tako $to cemo pretpostaviti suprotno: b < a. U
tom slucaju postogi neko ¢ takvo da je b < ¢ < a. Kako a, kovergira broju
a to bez obzira na to koliko mala moZe biti vrednost |c — a| uvek postoji neki
prirodan broj n' takav da je |a, — a] < |c — a| za svako n > n'. Odavde,
nadalje sledi da za svako n > n' vazi a, > c. Sa druge strane, bez obzira na
to koliko mala moZe biti vrednost |b — c| uvek postoji neki prirodan broj n”
takav da je |b, —b| < |b—c| za sve vrednostin > n", pa je prema tome b,, < ¢
zan >n". Ako je sada ng = max{n',n"} onda za sve vrednosti n > ny vazi
b, < ¢ < a, sto je suprotno pretpostavci a, < b,.

Teorema 2 Ako su nizovi (a,) i (¢,) konvergentni i imaju istu graniénu
vrednost a, odnosno ako je

lim a, = a
n—oo
lim ¢, = a
n—oo

i ako pri tome postoji niz (b,) takav da za svako n vazi a, < b, < ¢,, onda
je i niz (by) konvergentan i njegova grani¢na vrednost je takode jednaka a,
odnosno

lim b, = a.

n—oo
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Dokaz 2 Naime, za svako € > 0 postoji n' takvo da za n > n' vazi |a, —a| <
€, ili drugim recima a — € < a, < a+ €, kao i n” takvo da za n > n" vazi
|, —a| < € odnosno a—e < ¢, <a+e. Ako je sada ng = maz{n’,n"} onda
zan >ngvezia—e < a, <b, <c, <a+e€ odakle jea —e < b, < a+e€
odnosno |b, — a| < €. Drugim rec¢ima, za svako € > 0 postoji ng takvo da za
n > ng vazi |b, —al <€, sto znaci da i niz (¢,) kovergira ka vrednosti a.

Ako su (a,) i (b,) dva konvergentna niza, i ako je

lim a, = a
n—oo
lim b, =b
n—oo

onda je
lim (a, £ b,) = lim a, + nhrgo by,

n—oo n—oo

lim a, - b, = lim q, - lim b,
n—oo

n—oo n—oo

]'. n—oo “'n .
lim n = oo fn za  lim b, # 0.

n=o0 by im0 by =00

Sem pomenute definicije konvergencije postoje i razliciti kriterijumi kon-
vergencije. Ovim kriterijumima se definisu uslovi pod kojima niz konvergira,
a da pri tome sama granic¢na vrednost niza ne mora biti poznata. Jedan od
najpoznatijih kriterijuma konvergencije je Kosiyev kriterijum konvergencije
po kome niz (a,) konvergira ako i samo ako za svako € > 0 postoji ny(¢€) takvo
dazan >m > ng vazi |a, — a,,| < e. Primetimo da se u ovom kriterijumu ne
koristi sama granic¢na vrednost a kao Sto je to slucaj u definiciji konvergencije
na pocetku ovog odeljka.

Pored Kosijevog kriterijuma konvergencije koji je opsteg karaktera ovde
¢emo navesti jos jedan znacajan kriterijum konvergencije koji vazi za mono-
tone i ogranicene nizove. Najpre ¢emo definisati osobine monotonosti i
ogranicenosti nizova. Naime, niz je monotono rastuci ako svaki njegov ¢lan
nije manji od prethodnog, odosno ako za svako n vazi a, < a,,1. Analogno,
niz je monotono opadajuci ako svaki njegov ¢lan nije vec¢i od prethodnog,
odnosno ako za svako n vazi a,, > a,.1. Niz je ogranicen odozgo ili sa gornje
strane ako nijedan njegov ¢lan nije ve¢i od neke realne konstante M, odosno
ako za svako n vazi a, < M, gde je M € R. Analogno, niz je ogranicen
odozdo ili sa donje strane ako nijedan njegov ¢lan nije manji od neke re-
alne konstante m, odosno ako za svako n vazi a, > m, gde je m € R. Za
monotone i ograni¢ene nizove vazi sledeci kriterijum konvergencije: svaki
monotono rastuci niz ograni¢en odozgo je konvergentan, i svaki monotono
opadajuéi niz ogranicen odozdo je konvergentan.
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Primer 3 Iskoristimo kriterijum konvergencije za monotone 1 ogranicene
nizove da bismo pokazali da je
n

lim 5 =0, (c > 0).

n—oo n!

T . .- n . .
Ako opsti clan ovog niza oznacimo sa a, = <y onda, s obzirom na to da je

c=c.ci(n+1)! = (n+1)-n! dobijamo da je a,,1 = (f:TT, = (%!#1 =
an * 757~ Kako je, dalje, ¢ konstanta a n raste, to znaci da od neke vrednosti

Lo . . . :
ng pocinje da vazi n +1 > ¢, odnosno 25 < 1 te prema tome niz postaje
monotono opadajuci. Kako je, pri tome, a, > 0, niz je ogranicen odozdo, pa
je po kritergjumu o monotonim i ogranicenim nizovima konvergentan. Ako

sada granicnu vrednost ovog niza oznac¢imo sa a onda je
lim a,.; = lim a, = a.
n—oo n—oo

Kako je
c

li =0

to 1z apy = G, buduci da se ovde radi o tri konvergentna niza sledi

lim a,y; = lim - lim a

n—00 ntl n—oon 4+ 1 n—oo n
odnosno a = 0 - a, odakle je ocigledno a = 0. Na ovaj nacin smo dosli v do
granicne vrednosti niza, iako smo konvergenciju ovog niza utvrdili pre nego
sto nam je ta vrednost bila poznata.

Primer 4 Pomocu kriterijuma za monotone i ogranicene nizove moze Se
dokazati v konvergencija jednog veoma znacajnog niza, a to je miz

1
a, = (1 4+ —)".
(1+-)
Konstatugmo najpre da je
Apir = (1 + —— )"
w1 = n + 1)

Sada primenom binomnog obrasca na opsti ¢lan niza koji predstavlja n — ti
stepen binoma dobijamo

n-mn—1)---(n—k+1) 1

an:Z<k>1 k—:z o R

%
n k=0
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1 1 2 E—1

> =) (1= D) (1= ) <
n k —
kz:li' n%l—l) <1_n—2kl>“'<1_n+i)<
n k —
Zkl —11—1) (1_71—2#1).”(1_714—1):

k=0

‘(n+1)n-(n—1)--(n+1—-k+1)
,;) El(n + 1)k B

n+1
n+1 _ 1 1
1+l k — (1 n+l _ -

Prema tome a,, < a,41 pa niz monotono raste. Kako je a1 = 2 do znaci da
je a, > 2. Sa druge strane,

"1 1 2 k — "1
. —) . “ e <

L | |

pa je 2 < a, < 3. Niz a, je, dakle, rastuci niz koji je ogranicen odozgo pa je
prema tome, konvergentan. Kako su svi clanovi niza izmedu 2 1 3 to je 1

2 < lim a, < 3.

n—oo

Granicéna vrednost niza a, = (1+ %)" je jedan transcedentan iracionalan broj
koji se naziva Ojlerovim i oznacava se sa e. Priblizna vrednost broja e, na 5
decimala je 2.71828... Dakle

1
lim (1 + ) = e~ 2.71828

n—oo

Naves¢emo, bez dokaza, i grani¢ne vrednosti slede¢ih nizova

lim V/a =1, (a > 0),

nk
lim — =0,(a >0,k € R),

n—oo qn

lim /n = 1.

n—oo



