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6 Neodredeni integrali

Funkcija F(z) na intervalu (a,b) € R je primitivna ili prvobitna funkcija
funkcije f(z), ako je Vz € (a,b)

Primer 38 Funkcija F(x) = sinx je primitivna funkcija funkcije
f(z) = cosx na (—oo, +00), jer je

F'(z) = (sinz) = cosz = f(x).

Primetimo da su, na primer, i funkcije sinx+5, sinx —3 i sinxz+ /7 takode
primitivne funkcije za cosx na (—oo,+00), jer je i

(sinx +5) = (sinz — 3)" = (sinz + /7)’ = cosz.
Iz prethodnog primera vidi se da primitivna funkcija nije jednoznacno odredena.
Teorema 9 Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x) na (a,b) i C' € R

bilo koji realan broj, tada je i F(x) + C primitivna funkcija funkcije f(x) na
(a,b).

Dokaz 7 Na osnovu osobina izvoda dobijamo [F(z) + C|' = F'(z) = f(x)

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(z) zove se neodredeni integral funkcije
f(z) 1 oznacava se sa

/f(x)dx

pri ¢emu f(z) predstavlja podintegralnu funkciju ili integrand a f(x)dx pod-
integralni izraz. Ako je F'(x) primitivna funkcija funkcije f(z) onda je

/f(x)da: = {F(z) + C|C € R}.

Uobicajeno je da se pise

([ r@pe) = 5@
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6.1

1.
2.
3.

Osobine neodredenih integrala
d(f f(z)dx) = d(F(z) + C) = F'(z)dx = f(x)dx
[dF(z) = [ F'(x)dz = F(z) +C
[kf(z)de =k [ f(z)dz,k € R
Kako je, na osnovu osobina diferencijala,
d[kF(x)] = kdF(z)

to je

[kf(x)de = [kdF(z) = [dkF(z) = kF(z) + C = k[F(x) + C4] =

JIf (@) + g(@)lde = [ f(z)dz + [ g(z)dz
Neka je [ f(z)dx = F(z)+ Ci [ g(x)dz = G(z) + C.

JIf @) +g(x)]de = [[f(z)dr+g(x)dz] = [[dF (z)+dG ()] =

G(x)] = F(x) + G(x) + C = [ f(z)dr + [ g(x)dz

Tablica integrala elementarnih funkcija

. x%dx = x“—l—Ca;ﬁ—l

Ji=Inlz|+C,a=-1

.fard:v—lna—l—C'a>0 a#1

fetde =e"+Cia=e

J %5 = Larctg? + C,a #0

a?+zx?

foQ =arctgr + C,a =1

s =L n|“E| 4+ Cla#0

a2 22

de :%ln|i—;|+0,a:1

1—22

| = =arcsing +C,a#0

m =arcsine + C,a =1

: f\/;lf?:ln]:cjtvﬁj:aﬂ%—C,a#O

S Tdfﬂ =Injlz+Va?+1|+Ca=1

[sinzdxr = —cosx + C

JdlF(x)+
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8. [cosxdr =sinx + C

9. dg’w =tgr +C

cos?

10. [ % = —ctgx+C

sin? x

6.3 Osnovne metode integracije
6.3.1 Metoda dekompozicije

Metoda se zasniva na navedenim osobinama intergrala.

/[k;lf(x) + kog(x)]de = ky /f(m)dx + kg/g(x)dx

Primer 39 [(22% —3e"+7/x)dx =2 [2*dx —3 [ e"dx+7 [ \J/rdw = 327 —
3¢ + Ha/r 4+ C

6.3.2 Metoda parcijalne integracije

Metoda polazi od ideje da se podintegralni izraz podeli na dva dela, odnosno
izrazi kao proizvod

/f(a:)d$ = /g(a:) - h(z)dz.

Ako se sada uvedu oznake

dobija se dalje da je

v = /dv = /h(as)daz du = ¢'(z)dx.

Formula za parcijalnu integraciju ima oblik

/udv :uv—/vdu.

Ova formula se moze izvesti polazeéi od osobine diferencijala d(uv) = udv +
vdu. Naime, kada se integrisu leva i desna strana ove jednakosti dobija se

/d(uv) = /udv +/vdu
uv:/udv—l—/vdu

odnosno
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i konac¢no

/udv :uv—/vdu.

Funkcije u i v moraju biti diferencijabilne, a za udv i vdu moraju postojati
integrali.

Primer 40

3 31 3 3
/m%nxdxz%lnx— %;dm:%lnx—%—i—C’

Pri tome smo koristili

3
1
,du = —dzx.

r
3 T

uzlnx,dv:xQda:,v:/dv:/:c2dx:

6.3.3 Metoda smene nezavisno promenljive

Neka je funkcija x = () definisana i neka ima neprekidni izvod ¢'(t) na
nekom intervalu [« (], i neka je pri tome njen antidomen [a,b]. Kona¢no,
neka postoji inverzna funkcija ¢! : [a,b] — [a, B]. Ako je f(x) neprekidna
na [a, b] tada je

[ f@)dz = [ flple byt

Naime, diferenciranjem izraza na desnoj strani po z, imajuci pri tome u vidu
pravila za diferenciranje slozene i inverzne funkcije, dobijamo

([ Setongwan, = (] sleewan- =
1

Fle@]e' () - OB fle®)] = f(z).

Primer 41

i dt
/tgxdx:/smxdx:—/—:—1n|t|+C:—ln|cosx\+C
cos T t

pri cemu smo koristili smenu
cosx =t,—sinzdr = dt.

Efikasnost smene nezavisno promenljive zavisi¢e od toga kakva funkcija o(t)
je odabrana, odnosno da li je integral na desnoj strani formule za smenu
promenljivih jednostavniji za izracunavanje od integrala na levoj strani.
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6.4 Integrali sa kvadratnim trinomom az? + bz + ¢

Prilikom resavanja nekih tipova integrala koji sadrze kvadratni trinom
ar?® +bx + ¢ (a # 0) najpre je potebno ovaj trinom svesti na kanonicki oblik,
na sledeéi nacin

a b b\’ ¢ b’
ax2+bx+c:a[l’2+gl’+ ] [x +22a$+<2a> +<a)_<2a> 1=

b\> (¢ b\,

gde je £k* = £ — % = 4“40;21’2. Zmak ispred k? je pozitivan ako je 4ac — b?
pozitivno, a negatlvan ako je 4ac — b? negativno, odnosno zavisi od toga da
li trinom ax? + bz + ¢ ima realne ili kompleksne korene. Takode je moguée i
da bude £ = 0.

Prvi tip integrala sa kvadratnim trinomom je

a

7 _/ dx _/ dx _/ dt
YU aa?br e a{(x#—;l)Q:l:k‘Q}_ a(t? £ k2?)

Ovaj integral se dalje svodi na jedan od sledeca dva integrala

dt 1 1 t
- .z ~ 4ac — b?
/a(t2+k2) , karctgk+0, ac—b" >0

kE+t
kE—t

/ dt B _/ dt 1 iln
a(t? —k2) a(k? —12)  a 2k

Primer 42

|+C’,4ac—62<0.

/ dx x 1/ dx tx+2+C
- = - = [ — —7arc
202+ 82 +20 2J) 2+dr+10 2J) (x+22+6 26 % /6

1/ dzx 1 11\/§+m—|—2
(

L N C.
/2x2+8x+4 2/x2+4x—|—2 2) (w+2)2—2 22\/§n\/§—:p—2‘+

Slededi tip integrala je

A B
[2:/ x +

ar? +bxr+c
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Ovaj tip svodi se na prethodni tip (I;) na sledeéi nacin

2a diC_

; _/A 2.g4+A-L+B-
2= ax?+bxr+c

ax?+bxr+c 2a ) ax®+bxr+c 2a a:c2+bx—|—c:

/g(zax+b)+(B—3§’)d$:A/ 2az + b dx+<B_A~b>/ dz

A A
—ln|aa: +bx+c\+<B—Qb> L.
a

Primer 43

/ 3z +2 dx:/i(4a:+8)+( _%)dx:
222 + 8x + 20 222 + 8x + 20

/ 4r 48 4 dx B
1) sy 0™ 202 + 8z +20
3 1 1 T+ 2
“In|22% 4+ 8z 4 20| —4- = - —arct
Treci tip integrala predstavlja slede¢i integral u kome se kvadratni trinom
pojavljuje pod kvadratnim korenom

+C

dz
13:/ .
vaxr? +bxr+c

U slucaju kada je a > 0, za ovaj integral se svodenjem kvadratnog trinoma
na kanonicni oblik i uvodenjem smene kao i u prethodnim sluc¢ajevima, dobija

Inlt + vtz L k2| 4+ C.
/m f/m f“‘ Vit

Analogno, kada je a < 0, integral se svodi na

arcsm + C.

/\/ax2+bx+c J]a /\/k2 \/>
Primer 44

In [2+2+V2? + 4z + 10|+-C

[ e W/W V2
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dx dx dx
/\/—x2——2x+3:/\/—x2—2$—1—|—4:/m:
o

Slededi tip integral svodi se na predhotni (I3) na isti na¢in na koji se
integral tipa I, svodi na integral tipa [y

—I— 1
= arcsin —— + C

Az + B A2 p4+ A LB 42
]4: = 4 adl’—
vax?+bx +c vax? +bx +c
A 2ax +b B A~b/ T B
\/aa:2—|—ba:+c 2a vax?+bx +c
A.
—\/ax2+b$+c+<B—b>]3
a 2a
Primer 45
51 —3 4z +8)+(-3-%8)
x/23:2—|—8:v—|—2 V222 + 8z + 20 B
5 4z + 8

\/2.9:2+833+2 /\/2x2+8$+2

)
—\/2x2+8x+20—13-—1n|x—|—2+\/x2+4x+10|+0
2 V2

Poslednji tip integrala sa kvadratnim trinomom ima sledeé¢i oblik
I = /\/ax2 + bx + cdzx.

I za ovaj integral razmotri¢emo dva slucaja, kada je a > 0 i kada je a < 0,
pri cemu treba naglasiti da je postupak resavanja u oba slucaja gotovo isti.

Posmatra¢emo najpre sluc¢aj kada je a > 0. Kao i u prethodnim slucajevima,
prvo ¢emo kvadratni trinom svesti na kanoni¢ni oblik, a zatim uvesti smenu,
posle ¢ega dobijamo

I = /\/@:1:2 ¥ br + cdr = \/E/\/ﬁ T 2dt = Jal

gde je

I = / VE L K2dt.
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U daljem postupku resava¢emo integral I tako $to ¢emo ga transformisati i
razloziti na dva integrala

12 dt
1:/\/t21k2dt:/7dtik2/7
N NG

Drugi integral je tabliéni, pa se uz parcijalnu integraciju prvog integrala
dobija
I:t-\/t2ik2—/\/t2idetikQIn]t+\/t2ik21

gde je

tdt
t=u dt:du ﬁ:dv ’U:\/tQZl:kf2.

Sada smo dobili jedna¢inu u kojoj se integral I pojavljuje i na levoj i na
desnoj strani

IT=t-VE2+Ek - T+EInt+ V2 £k

odakle je
2l =t - V12 £ k2 + KX In|t + V12 + k2|
odnosno )
1= [t VEER £ R |t + V2 £ |
i konacno

Is = \f [t-\/t2ik21k21n]t+\/t2j:k2ﬂ +C.

Analogno, ako vazi a < 0

I :/\/ax2+bx+cdx: \/]a\/\/lﬁ—t?dt: \0all

a zatim se ponovo, koriS¢enjem parcijalne integracije resava integral [

—s k? t?

[ = [t R [ VPl =

t
k? arcsin % +tvVEkZ —t2 -1
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1 t
] = i(t\/]ﬁ — 2 4 k? arcsin E)

odnosno

v/ ]a t
Is = 2“(15\/ k2 — 12 + k” arcsin %)

Primer 46

I:/\/2x2+8x—|—20dt:\/5/\/1;2+4a:+10dx:ﬂ/\/(x—i—Q)?—i—de:

\/5/\/t2+6dt (z4+2=1)

t2
[1:/\/t2+6dt:/ dt+/ 64—

vEro ) VETs
t-VE+6— /\/t2 T 6dt+61n |t + Vi 1 6|
|
L

1
1125[t-\/t2+6+6ln|t+x/t2+6ﬂ

2
I:\g_(:c—i—Q)\/a:Q+4x+10+3\/§ln|x—|—2+\/x2+4x+10|—i—C’

6.5 Integrali racionalnih funkcija

Pod racionalnom funkcijom ovde podrazumevamo funkciju koja predstavlja
koli¢nik dva polinoma

o P (z)
gde su P, (z) i Q,(z) polinomi stepena m i n, respektivno.

Ako jem < ni P,(x)iQ,(x) nemaju zajednickih nula, tada za funkciju
R(z) kazemo da je prava racionalna funkcija. Ako za racionalnu funkcija vazi
da je m > n onda se ona moze se svesti na zbir polinoma reda [ = m —n i
prave racionalne funkcije.

R(z)
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gde je k < m. Integral svake racionalne funkcije se, prema tome, moze svesti
na integral polinoma (koji se resava tablicno) i integral prave racionalne
funkcije, pa ¢emo stoga nadalje smatrati da je racionalna funkcija R(x) uvek
prava racionalna funkcija.

Najpre ¢emo konstatovati da se svaki polinom n-tog stepena

Qu(z) = apx™ + a12™ ' 4+ ...+ ap_17 + ay

moze predstaviti u obliku:

Qn(z) = ap(x — )" (x — 22)*2 .. (z — 2, )™
(@ +prr+ @) (2% + par + @) (B Dy + Gny)' 2

pri ¢emu su x1, s, ..., T,, realne nule polinoma @,(x), a kvadratni trinomi
2?2 + pr + ¢ nemaju realnih nula, veé su u njima sadrzani konjugovano kom-
pleksni parovi nula polinoma @, (), pa je stoga ky + ko + ... + k,, + 2(l1 +
l2—|——|—ln2) =nNn.

Racionalne funkcije

A ) Ax+ B
— i
(z —a)f (2% + px + q)*
gde su A, B,a,p,q realni brojevi, a k prirodan broj, i pri ¢emu polinom

2% + px + ¢ nema realnih nula, nazivamo prostim racionalnim funkcijama.
Ako je R(x) prava racionalna funkcija

_ Pp(z)
Qn(7)

i ako se pri tome polinom @, () predstavi u obliku gornjeg proizvoda, tada
postoje konstante

R(x) m<n

A117A12a s 7A1k17A21aA227 S 7A2k2a s 7An117An12a s 7An1k’n17

31173127 .. 'aBll173217B22a s 7BZl27 s 7anlaBn22a s 7Bn2ln2a
C(1176(127 S 7Cll1702170227 s 7C2l27 <. '7Cn2170n227 s 70

naln2

takve da je
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+ A2k2 + + An11 An12 Anlknl
($ - xZ)kz o T — Tn, (33 - xnl)Z o (.1' - xnl)kn2
Bz + Cpy Bisx + Chs B,z + Cyy, By 4 Cyy
2?4+pr+q (@P+pr+q)? T (P4 prt+a)h 224 pr+ g
BQQ.T =+ CQQ 321233 =+ 0212 Bn21.1' -+ Cn21
(2 +pr+@)? T (@4 pr+e) T 22 4, + gy
Bn22x + Cn22 B”QZan + Cn2ln2
(5’72 + Dny® + qﬂ2>2 o (xQ + Dny® + %2)17@ ‘

To znaci da svaka prava racionalna funkcija moze da se prikaze kao
konacan zbir prostih racionalnih funkcija. Konstante A;;, B;; i C;; odreduju
se mnozenjem gornjeg izraza faktorizovanim oblikom polinoma @, (z) pri
¢emu jednacina prelazi u jednakost dva polinoma. Izjednacavanjem koefici-
jenata uz iste stepene dobija se sistem linearnih jednac¢ina po nepoznatim
Aij, Bij i Ci;. Ovaj metod se zove metod neodredenth koeficijenata.

Primer 47

x?+2 x? +2 A+B+C’:E+D 2(42 4 3)
= =—+—=+——/ 2
zt+ 322 22(2243) x a2 2243

odakle je
22 +2 = Azx(2® +3) + B(#* +3) + (Cz + D)a? =

Az® 4+ 3Ax + Bx* + 3B+ Ca® 4+ Da? = (A+ C)2® + (B + D)2 + 3Az + 3B
pa izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobijamo sistem
jednacina
A+C=0
B+D=1
3A=0
3B =2
odakle je

pa je, prema tome,
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Primer 48
?+2*+2 Az+B  Cz+D

2127 212 (@127

odakle je
2?4+ 22 +2 = (Az+ B)(2*+2)+C2z+ D = Ar*+ Br* + 242+ 2B+Cx+D =

Az® + Ba* + (2A+C)r +2B+ D

pa sledi
A —
B=1
2A+C =0
2B+ D =2
odnosno
A=1 B=1 C=-2 D=0
1 konacno

x3+x2+2_:c+1 2r
(22 + 2)? o242 (22 +2)%

Integracija racionalnih funkcija se, kao sto smo videli, primenom metode
neodredenih koeficijenata svodi na integraciju prostih racionalnih funkcija,
pa ostaje da razmotrimo kako se resavaju integrali racionalnih funkcija. Kako
je

A
/ dr =Aln|z —a| +C
r—a

A B (l’ _ a)—k—H
— = drx= [ Alz —a)Fde = A—— L =
/(:c—a)kdm / (x —a) "dx e +C
A
C k>1
- K@ a1 g
i kako smo pokazali kako se izracunava
Ax+ B
[ iy,
T+ pr—+q

ostaje da pokazemo kako se izracunava
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Ax+ B
/ dx
(22 + px + q)F
kada je k > 1.
Najpre ¢emo transformisati prostu racionalnu funkciju
Az + B _§(2x—|—p)—§p+B_
(#* + pz + )" (22 + px + q)F
A 2v+p ( pA 1
2 (2% +pr+q) 2 7 (2* +pr +q)f
Odavde je
Ax+ B 2 A 1
(w2+px+q ~2) (@t prtg)F 27 (2% +pr+q)

Za prvi integral se uvodi smena x? + pzx + ¢ = t, (2z + p)dx = dt, posle cega
je

d P =
2rprtqF (k — 1)th-1 (k— 1)(22 + pz + q)F 1

/ 2v +p dt 1 1
(

Ostaje da resimo

/ dx p _/ dx _/ dx
@ +prt+qr 2 zr - 2

(et voa] et

Kako polinom 2% + px + ¢ nema realnih2nula, to je p* — 4¢ < 0 odnosno
4q—p? > 0, pa moZemo uvesti oznaku M%p = a?. Dalje se, smenom v+ =t
dobija

/ dx B / dt
(2 4+px+q)* ) (12 + a2k

Preostaje nam, konacno, resavanje integrala

dt
A
P2+ a2k

Za k =1 dobijamo tabli¢ni integral
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1 t
I, = / Pra aarctga +C.

Za k > 1 primenom parcijalne integracije dobijamo

dt t 2kt?
(2 + a2k (2 +a2)k ) (12 + a?)FH

pri cemu je

1
= 7(752 o) dv = dt
2kt
du=—————= v=t
u <t2 _|_a2)k+1 v
i dalje
t ¢ t* +a® — a®
T (2 + a2)k +2k/ (t2+a2>k+1dt (£ —|—a2 k/ (2 + a2)k+! dt =

t dt ) dt
(2 + a2) +2k/ 2+ a2)k Zka /(t2+a2>k+1 -
t 2
= (t2 n a2)k + 2k, — 2ka [k+1-
Odavde se dobija da je

t

2 —
2ka Ik+1 = m

+ (2k — 1),

odakle sledi rekurentna formula

1 t 2k —1

e e AT

Ik+1 =

Primer 49 Iz rekurentne formule dobija se direktno

dz 1 x 1 1 x
/7:—«7—1——-7%0@;——1—0.
( 2 a a

2+a?)?  2a® 2*+a?  2a

Primer 50 Resicemo sada integral racionalne funkcije

2

+ 2
I:/ da.
a6 — b 4+ 204 — 23 + 22 — 1 v
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Polinom x® — 25 4+ 22* — 223 + 2% — x moze da se predstavi u vidu proizvoda
z(z —1)(2* + 1)?, odakle je

742
-/ d
x(r—1)(a? +1)2 v
Metodom neodredenih koeficijenata dobijamo

2+ 2 A B Cx+ D Exr+ F

:c(:z:—l)(x2+1)2_:c+x—1+ 2 +1 +(x2+1)2

odnosno
2242 = A(zx—1)(2*+1)*+Ba(2*+1)*+(Cz+D)x(z—1)(2* +1)+(Ex+F)z(x—1)

Odavde se sada moZe dobiti sistem linearnih jednacina sa 6 nepoznatih.

Mi éemo, medutim, do nepoznatih koeficijenata do¢i na drugi nacin. Naj-
pre cemo u gornjoj jednakosti promenljivu x zameniti nekim konkretnim vred-
nostima.

Ako se uzme da je x = 0 dobija se 2 = —A, odnosno A = —2.

Slicno, za x =1 sledi 3 = 4B, odnosno B = =.

Dalje, za x =i dobijamo 1 = (Ei+F)i(i—1) = —(14+1)(Ei+F) =
i(—E—F), pa je odatle E— F =1, —E—F =0, odnosno F = —

Ostalo je, jos, da odredimo koeficijente C' 1 D.

Kako u polinomu sa desne strane uz x° stoji A+ B + C a kako sa leve
strane 2° ne postoji, to je A+B+C = 0 pa kada zamenimo dobijene vrednosti
za A i B dobijamo —2 + % + C =0 odnosno C' = ¢

Analogno, kako je uz x* sa desne strane —A + D — C sledi da je —A +
D—-C=0 odnosnoD:A+C:—2+g:—%.

Na osnovu dobijenih vrednosti svih nepoznatih koeficijenata, imamo da je

E-F+
E=1

1
2

2%+ 2 2 3 1 15z—-3 1 -1
=242, +2 + 2
rz—1)22+1)? = 4 z—1 42241 2(22+1)2

pa je

7+ 2
-/ (e~ D@+ 1

dx Sx — 3 z—1
— [T [t e s [ et
:L‘—l 241 (2 +1)2

1 dx
= 2] In|z—1 /’ / —————d —7/4————7
Mﬂ+ nle=tltg [ i) it +12 72 ) 2y 1)2
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3 ) 9 3 1 1 1 dx
:—21n|$|+11n|x—1|+§ln|$ +1|—4arctgx—4-$2+1+2/(x2+1)2

pri cemu je, kao sto smo videli,

/ dx 1 x +1 ;
———— = — - ——— + —arctgz.
@+12 2 2241 2778

6.6 Integrali nekih iracionalnih funkcija

Funkcije koje su istovremeno racionalne po = i po y, odnosno koje, ako se
posmatraju samo po x, predstavljaju kolicnik dva polinoma, i ako se posma-
traju samo po y takode predstavljaju koli¢nik dva polinoma obelezavamo sa

R(z,y).
Primer 51
523 — dxy? + 22y — 5

R —
(z,9) 3x2y + y* — dxyd + 2

Pojam funkcije R(z,y) mozemo generalisati na n promenljivih tako da
¢emo pod R(xy,zs,...,x,) podrazumevati funkciju koja je racionalna za
svaki od njenih argumenata x, xs, . .., x, ponaosob, gde svaki od argumenata
moze uzimati razlicite oblike, pa i iracionalne.

Mi ¢emo sada posmatrati neke integrale iracionalnih funkcija koje su ob-
lika R(x1,x2,...,x,) i koji se razli¢itim smenama mogu svesti na integrale
racionalnih funkcija.

Posmatrajmo najpre integrale oblika

/R .. ar + b "’.”7 ar +0b\° i,
cx+d cx +d

Ovi interali se svode na integrale racionalnih funkcija (po t) smenom

ar+b ik
cx+d
gde je k najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca razlomaka ... ~.
Iz smene sledi da je
dtd —b
rT = ——
—ctF +a

tj. x je racionalna funkcija od ¢. Zato ¢e 1 dx biti racionalna funkcija od ¢ i
dt pa Ce ceo podintegralni izraz postati R(t) gde je R(t) neka nova racionalna
funkcija od t.
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Primer 52

V3z +1 de
14+ 3z +1

Izraz 3z + 1 se pojavljuje sa eksponentom % 1 % pa je najmangi zajednicki
sadrzalac za 2 i 3 jednak 6. Smena je
3r+1=1°
t=+/3x+1
3dr = 6t°dt.

Dobija se integral racionalne funkcije

t3 tS
2t5dt:2/ dt:2/t6—t4 2 —1 dt
/1+t2 1+ t2 ( + +1+t2>
T
:2(7—g+§—t+arctgt)+0

2 2 2
= ?(3$+1)\6/3:r - —5\6/ (3x + 1)5—+—§\/335 + 1-2v/3x + 1+2arctgy/3z + 1+C.

Primer 53
/ 1 N xda:
1+z)32\V1+z
Smena je

1+

odakle je
l—x=t31+2) z1+3)=1-#
odnosno
1=

TTie

1 konacno

—3t2(1 + %) — 3t*(1 — t7)
dr =
(1+13)2
Dobijamo sada integral racionalne funkcije

1 —6t2 B+t 1
| 2t'(1+t3)2dt:_6/ ( . ) Areph=
(1+50)

dt.
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3 1—2 1-—
—f/ﬁﬁ 7#+C——— el
8 1+x 14+

Integrali oblika

/R Vaz? + bz + ¢)dx

svode se na racionalne integrale nezavisno promenljive ¢ pomoc¢u jedne od
Ojlerovih smena.

1) Ako je a > 0 tada se uvodi smena

Var? +br+c=1t—+ax ili Var? +br+c=1t++ax

odakle se kvadriranjem leve i desne strane (u slu¢aju prve smene) dobija
az? + bx + ¢ = t* — 2¢/atx + ax?

odakle je
2 —c

b+2ya-t

racionalna funkcija po ¢, a samim tim i dx je racionalna funkcija po t.
Analogan rezultat se dobija u slucaju druge smene.

Tr=

2) Ako je ¢ > 0 uvodi se smena

Var? +br +c=axt +/c ili Var? +br +c=xt — /c

odakle je (opet u slu¢aju prve smene)
ar? +br + ¢ = 2** + 2\/cat + ¢
odnosno
ar + b= xt? +2\/ct

pa su
2yt —b
 a—12

i dx racionalne funkcije po t. Analogno, za drugu smenu.
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3) Ako su « i 3 realni koreni jednacine az? + bxr + ¢ = 0 tada se moze
uvesti smena

Var? +bx+c= (z —a)t
odakle se kvadriranjem leve i desne strane dobija

az® +bx +c= (v —a)’t
ili, posto su « i # nule kvadratnog trinoma

aw - a)(z - B) = (z — o)t
Skrac¢ivanjem leve i desne strane sa x — a dobija se
ar — aff = xt* — at?

odnosno

af — at?

Tr =
a — t2

dakle racionalna funkcija po t.

Primer 54

[_/ dx
T+ V2 +2x+2

Primenom prve Ojlerove smene

Va?+2r+2=t—=x

dobija se
20 + 2 =t* — 2tz
odnosno
t?—2
xr =
2(t+1)
0
20 - 2(t +1) — 2(t* — 2) 20% + 4t + 4 2+ 2t + 2
dr = = = dt.
4(t +1)2 4(t 4 1)2 2(t+1)?
Odavde je

1 242t+2 1 2 +2t+2
=/ . —— “gt+== = =
t 2(t+1)2 2. tt+1)2

Razlaganjem funkcije

t?+2t+2 A B C

tt+1)2 ot +t+1+(t+1)2
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metodom neodredenih koeficijeanata dobijamo

+2aA+2 2 1 1
tt+1)2  t t+1 (4 1)2

odakle je
2t +2  r2dt dt / dt
tt+1)2 )t t+1 (t+1)2
1 11
=Inlt|—=Injt+1|+=—-+C
n |t| 2n|—|—|+2t+1—i-

1 12 1
=—|In — C.
st )

Primer 55

]:/ dz
14++v1—2x — 22

Ovde éemo primeniti drugu Ojlerovu smenu

V-2 —a22=at—-1
1 dobiti
—2x — 2% = %% — 2t
—2—r=uxt?—2
2t — 2
Tr =
1+
odnosno 2(1 2 2t -2 1 2 —2t2 4+ 4
%) — 2t - 2(t — — 2t t
do = 20FE) (=1 — R
(1 +2)? (1+12)?
Kako je sada
1 1 1
1+\/1—2:B—x2_33t_t'?:§
to je
/ 2—2t2+4t 1—t2+2t
2t—2
t-f2s (1+12)? t(t —1)(1 4 t2)

Primenom metode neodredenih koeficijenata dobijamo

142t — 2 A B Ct+D 1 1

N CES AR S B T s

odakle je

t —
I=—Inft|+In|t — 1| — 2arctgt + C' = In|

2

t2+1

1
| — 2arctgt + C.
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6.7 Integrali nekih trigonometrijskih funkcija
Ovde ¢emo resavati integrale oblika
/R(simj, cosx)dx

gde je sada R racionalna funkcija po sinx odnosno po cosz. Ovakvi integrali
svode se na integral racionalne funkcije smenom

t L
92 =
odakle je
. oz 25in%cos% B 2tg% 2t

SINT = 28tn—cos— = = —
2 2 sin?3+cos?y  tg*s 4+l 1+t2

x x  cos?L —sin?t 1 —tg?E 1 —¢?
2 2T 2 2 _ 2 _
cosz = cos’ 5 — sin?= =

2 sin®%+4cos’l tg?24+1 1+

dok je

T 1
5= arctgt, dr = 2mdt.

Navedena smena se naziva univerzalnom trigonometrijskom smenom.
Primer 56

dx 1 2dt dt T
/smx_/ 2t -1+t2—/t—ln|t|+C’—ln|t92|+C

1422

Porede univerzalne trigonometrijske smene, u posebnim sluc¢ajevima mogu
se koristiti i druge smene i to

1. za [ R(sinx) - coszdz, smena je sinx = t,
2. za [ R(cosz) - sinxdx, smena je cosz = t,
3. za [ R(tgzr)dz, smena je tgx = t,
4. za [ R(sin*x,cos®z, sinxcosx)dx, smena je tgr = t.
Primer 57
/sz’n%cos%dw = /sin7xcos4xcosa:dx = /3in7az(1 — sin’z)?cosxdr =
8 410 g2

(1 _ 42)2 :/ T_o0 =t =
/t( )t = [(7 =26+ )t = = — =+ 5+ O =
8 .10

sinx  sin'%x N sin2x Lc
8 5 12
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Konaé¢no kada su u pitanju integrali oblika
/ sin ax sin bxdx, / sin ax cos bxdx, / cos ax cosbxdx,a # b

tada se ne koriste navedene smene veé trigonometrijski identiteti

1
sin ax sin bx = —i[cos(& +b)z — cos(a — b)z]

1
sin ax cos bxr = i[sin(a + b)z + sin(a — b)x]

1
cos ax cos br = §[cos(a + b)x + cos(a — b)x]
kojima se ovi integrali prakticno svode na tabli¢ne.

Primer 58

1 1
/sin 3z cosbr = 3 /(sin 8z + sin(—2z))dx = 5 /(sin 8z — sin 2x)dx =

1 [_cosSx n cost] LC
2 8 2
6.8 Integrali jos nekih transcedentnih funkcija
Integrali
/P(x)eazdx,/P(x) sin axda:,/P(x) cos axdx

gde je P(z) polinom, mogu se izracunati metodom parcijalne integracije
stavljajuéi  P(z) = wu, e**dr = dv, odnosno sinaxdr = dv, odnosno
cosaxrdr = dv. Formula parcijalne integracije se upotrebljava sve dok pod
integralom ne iScezne polinom.

Primer 59

1 1
I= /(x2—3x+5) sin 2zdr = —§(x2—3x+5) COS2£L‘+§/(21‘—3) cos 2zdx

gde je

cos 2x
2

2? — 31 + 5 = u,sin 2xdr = dv, (2 — 3)dr = du, — =
i dalje

1
(22 — 3) sin 2z — 3 /sin 2xdx

N | —
DN | —

1
= —§(m2 — 3z +5)cos2z +
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uz Smenu ]
sin 2z

2 — 3 = u, cos 2xdxr = dv, 2dx = du, 5

=
da bismo konacéno dobili

_932—3;B—|—5 2r — 3

I = Ccos 2% +

1
sin 2x + 1 cos 2z + C.

Integrali
/ x"e® sin bxdzx, / e cos brdr

mogu se reSiti primenom parcijalne integracije stavljaju¢i ™ = u, a zatim
e sin bxdxr = dv, odnosno e* cosbrdr = dv. Tom prilikom pojavljuje se
problem izracunavanja
/ e sin bxdz, / e cos brdx.
Primenom visestruke parcijalne integracije izracunac¢emo
I = /e‘“j sin bxdzx.
Prvom parcijalnom integracijom dobijamo
axr 1 ax a axr
I = [ e™sinbxrdr = _56 cos br + 3 e* cos bxrdx
pri cemu je

cos bx
b

e = u, sinbrdx = dv, ae® = du, —

=dv

pa zatim, primenjujudéi jos jednu parcijalnu interaciju dobijamo

1 1
1= —Ee‘” cos bx + % . geax sin bxdxr — % . %/e‘”‘ sin bxdx
gde je
inb
e = u, cosbrdx = dv, ae® = du, SH; T _
1 zatim
I ae’ sin br — be™ cosbxr aj >
b2 b2
odakle je
a? asinbr —beosbxr ,
I+—=-1= e

b? b?
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funkcija 62
i konacno b beosh
asinbr —bcosbxr .
I'= a? + b? e

Analogno

bx + bsi

/e‘” cos badr = 2527 Tosmar e+ C.
a? + b?
Integrali

/P(ln:v)m”dx,/P(arcsinx)dx

gde je P(x) polinom smenom Inx = ¢ odnosno arcsinx = ¢ svode se na
/ P(t)e™ Ve, / P(t) cos tdt

dakle integrale tipa koji je vec¢ resen.

Primer 60
I = /(arcsin:t)2da: = /t2 costdt

gde je smena
arcsinx = t,x = sint,dx = acostdt.

Dalje uz primenu parcijalne integracije, dobijamo
/tQ costdt = t*sint — Z/tsin tdt = t*sint 4 2t cost — 2/005 tdt

= t?sint + 2t cost — 2sint + C = x(arcsinz)? + 2v/1 — a2 arcsinx — 2z + C

6.9 Integrali koji se ne mogu izraziti preko elemen-
tarnih funkcija

lako svaka neprekidna funkcija na intervalu (a,b) ima primitivnu funkciju,
to ne znaci da se njena primitivna funkcija moze izraziti preko elementarnih
funkcija. Dokazano je, na primer, da se integrali

/e_$2dx /d:z: /sinx2da: /cosx2dx /Smxdx /Cosxda:
Inz T T

ne mogu izraziti u obliku elementarnih funkcija.




