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9 Diferencijalne jednacine

Jednacina koja pored nezavisno promenljivih veli¢ina i nepoznatih funkcija
tih promenljivih sadrzi jos i izvode nepoznatih funkcija ili njihove diferencijale
naziva se diferencijalnom jednacinom. Na primer

2y +y—e* =0

2z —y)dz + 22y —z)dy =0
y/// _ 4y// + 5y/ _ 2y — 237 + 3

dx dy .
E+2E—t+smt
0z _ ., 0z
or oy

Ako sve nepoznate funkcije koje ulaze u diferencijalnu jednacinu zavise samo
od jedne nezavisno promenljive, pa samim tim jednacina ne sadrzi parci-
jalne izvode, ta se jednacina naziva obicnom diferencijalnom jednacinom.
Ako u jednacinu ulaze nepoznate funkcije koje zavise od vise nezavisno
promenljivih, pa se u jednacini pojavljuju parcijalni izvodi nepoznatih funkcija,
ta se jednacina naziva parcijalnom diferencijalnom jednacinom.

Mi ¢emo ovde razmatrati samo obicne diferencijalne jednacine, odnosno
jednacine u kojim se pojavljuju nepoznate funkcije koje zavise samo od jedne
nezavisno promenljive. Ako se u obi¢noj diferencijalnoj jednacini pojavljuje
samo jedna nepoznata funkcija, sa svojim izvodima, onda takva jednacina
ima opsti oblik

F(z,y,y,...,y™) =0.

Najvisi izvod koji se pojavljuje u diferencijalnoj jednac¢ini naziva se redom
diferencijalne jednacine, pa ¢emo za gornju jednacinu re¢i da je n-tog reda.

Najpre ¢emo razmotriti najjednostavnije diferencijalne jednacine, a to su
jednacine prvog reda, Ciji je opsti oblik

F(z,y,y") =0

odnosno, kada je jednacina resena po 3/

y = flz,y).

Ako neka funkcija ¢(x) zajedno sa svojim prvim izvodom zadovoljava dife-
rencijalnu jedna¢inu, odnosno ukoliko jednacina postaje identitet kada se y i
y' u jednacini zamene sa () i ¢'(z) onda se funkcija ¢(z) naziva resenjem
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(integralom) diferencijalne jednacine. Zadatak nalazenja resenja diferenci-
jalne jednacine obic¢no se naziva integrisanjem diferencijalne jednacine.

U najjednostavnijem slucaju, kada je jednacina resena po 3’ a desna
strana jednacine ne sadrzi y, diferencijalna jednacina dobija oblik

y = f(x)

a njeno resavanje predstavlja osnovni zadatak integralnog racuna, odnosno
nalazenje neodredenog integrala

y:/f(x)d:c—i-C

gde je C' proizvoljna konstanta.

Tako u ovom, najjednostavnijem slucaju postoji familija resenja diferen-
cijalne jednacine koja sadrzi proizvoljnu konstantu C' koja se naziva integra-
cionom konstantom.

Medutim, i u opstem slucaju diferencijalne jednacine prvog reda postojace
familija resenja koja sadrzi proizvoljnu konstantu i koja ima opsti oblik

Yy = (,O(JI,C)

koji se naziva opstim resenjem (integralom) diferencijalne jednacine prvog
reda. Opsti integral moze biti izrazen i u implicitnom obliku

¢(z,y,C) =0

ali i u obliku resenom po C'
w(z,y) = C.

Za svaku konkretnu vrednost integracione konstante dobija se po jedno
posebno resenje diferencijalne jednacine. Svako od ovih pojedina¢nih resenja
predstavlja jedno partikularno resenje diferencijalne jednacine. Partikularno
reSenje se iz opSteg resenja moze dobiti i postavljanjem pocetnog uslova,
odnosno zadavanjem vrednosti xo i yo uz uslov yo = y(zo), posle ¢ega se
vrednost integracione konstante C' izrac¢unava iz jednacine yy = ¢(xg, C).

Grafik resenja diferencijalne jednacine naziva se integralnom krivom.
Opstem resenju diferencijalne jednacine odgovara beskonacna familija inte-
gralnih krivih. Postavljanje poc¢etnog uslova odgovara zahtevu da se iz ove
familije izdvoji integralna kriva koja prolazi kroz tacku M (xg, yo).
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9.1 Jednacina koja razdvaja promenljive

Ako se u diferencijalnoj jednac¢ini v/ = f(z,y) funkcija f(z,y) moze pred-
staviti kao proizvod dveju funkcija od kojih jedna zavisi samo od z a druga
samo od y

f(@,y) = fi(@) - f2(y)
onda se takva jednacina
y' = fi(z) - faly)
naziva diferencijalnom jednacinom koja razdvaja promenljive. Ovaj tip jednacina
moze se resiti razdvajanjem promenljivih x i y na slede¢i nacin

Y= h@)- pl)

dy
f2(y)

posle ¢ega se integracijom leve i desne strane dobija
dy
f2(y)

= fi(z)dx

/ﬁ@mx+0

Primer 79 Resiti diferencijalnu jednacinu
y + 2zy* = 0.
Radi se od jednacini koja razdvaja promenljive
[ —_

y = 2y’

pa se razdvajanjem promenljivih dobija

dy

=7 — _9r?

dx i
d

——32/ = 2xdx
Yy

a zatim integracijom leve i desne strane

—/d‘g:/Qxdx—i-C
Yy

1 konacno
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9.2 Homogena jednacina
Funkcija f(z,y) koja zavisi od odnosa ¥
_r(Y
Sy =1 (4)

naziva se homogenom funkcijom. Diferencijalna jednacina y' = f(z,y) u
kojoj je funkcija f(x,y) homogena

1)

predstavlja homogenu diferencijalnu jednacinu.
Ovaj tip jednacina svodi se na jednacinu koja razdvaja promenljive uvodenjem
smene

)
u —_— —
T
odnosno
Yy = ux

odakle se diferenciranjem leve i desne strane, vodec¢i pri tome racuna da je x
nezavisno promenljiva a y funkcija, dobija

y =u'r +u.

Sada se polazna jednacina moze transformisati u jednacinu

ur+u= f(u)
a zatim

ur = flu)—u
odnosno J

x% = f(u) — u.

Razmotrimo najpre sluc¢aj kada je f(u) —u = 0 odnosno f(u) = u. Tada je
polazna jednacina zapravo

Yy ==
T

Sto predstavlja jednacinu koja razdvaja promenljive x i y, koja se jednostavno
resava razdvajanjem ove dve promenljive.
Ako je, medutim, f(u) — u # 0 onda jednac¢ina

xd—u = f(u) —u
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predstavlja jednacinu koja razdvaja promenljive x i u

du  f(w) —u

dr T
odnosno

dﬁ B du

v flu)—u

posle ¢ega se moze pristupiti integraciji leve i desne strane. Napomenimo
da je u ovom slucaju pri integraciji pogodnije umesto integracione konstante
C koristiti In|C|. Time se ne gubi na opstosti buduéi da In|C| uzima sve
vrednosti u intervalu (—oo, +00), dok se rezultat integracije moze prikazati
u jednostavnijem obliku.

Integracijom leve i desne strane dobijamo

du
1n|x|+1n|c\:/f(u)_u

odnosno, ako se uvede oznaka

/ du ()
flu) —u
i primeni osobina logaritama da je zbir logaritama jednak logaritmu proizvoda,

sledi
In|Cz| = ¢ (y>
x

Cx = e“"<%).

i konac¢no

Primer 80 Resiti diferencijalnu jednacinu

;. 2wy
Y _a:2—y2'

Deljenjem imenioca i broioca racionalnog izraza na desnoj strani sa x* dobi-

Jjamo
O

sto predstavija homogenu diferencijalnu jednacinu.
Uvodenjem smene
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diferenciranjem leve i desne strane a potom mnoZenjem sa x* dobija se
/ o
ur+u=y

pa diferencijalna jednacina postaje

u’x+u—72u
1 — 2
odakle je
, 21 2u—u+u®  u+ud 1+ u?
ur = —u = = =
1 —u? 1 —u? 1 —u? 1 —wu?
odnosno
1 — u? dx
dy———mM = —
uw(l+u?) =z

Integrisanjem leve i desne strane dobijamo

||+ [ L= = Inlal
n ————du =In|z|.
u(l + u?)

Lako se moZe pokazati da je

1 —u? 1 2u

u(l+u?)  u  1+4u?

pa je odatle

1 —u? 1 2u ,
/ua+wﬂ“:/dm‘/1+ﬁmﬁﬂﬁw—mu+u|:m

Konacan rezultat integracije je stoga

u
14 w2l

u
In|C| —|—ln‘1+u2 = In|z|
odnosno
ln‘cl—i—uQ = In |z|
posle cega se oslobadanjem od logaritama dobija
u —
1+u?

odnosno
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a zatim 2y
A"
1 konacno
Cy = 22 + 42
odnosno

2 +y"—Cy=0

Sto predstavlja familiju krugova sa centrom na y osi koji prolaze kroz koordi-
natni pocetak.

9.3 Linearna diferencijalna jednac¢ina prvog reda

Jednacina oblika
A(x)y + B(z)y +C(z) =0

koja, deljenjem sa A(x) # 0, postaje
y' + P(x)y+Qz) =0

naziva se linearnom diferencijalnom jednacinom prvog reda.

Ukoliko je funkcija Q(z) = 0 linearna diferencijalna jednacina se naziva
homogenom. Napomenimo da homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu
prvog reda treba razlikovati od homogene diferencijalne jednacine o kojoj je
bilo re¢i u prethodnom odeljku.

Resavanje linearne diferencijalne jednacine prvog reda zapocetemo resava-
njem njenog homogenog oblika

v+ Px)y=0
koji zapravo predstavlja jednacinu koja razdvaja promenljive

dy
— = —P(z)dz
y (z)

pa se integracijom leve i desne strane dobija
Injy| =In|C| - /P(x)dx
Sto se moze predstaviti i u obliku

In|y| =In|C|+1n ’e_fp(x)dx

odnosno
Injy| =1n ‘Ce_fp(“”)dz
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i1 konacno
y = Oe—fP(x)dm.

Polazeci od ovog resenja homogene linearne diferencijalne jednacine potrazi-
¢emo resenje nehomogenog oblika ove jednacine Lagranzovom metodom vari-
jacije konstante. Naime, pretpostavicemo da se i reSsenje nehomogene jednaci-

ne moze naci u obliku
y = ueffp(m)dx

s tim $to u ovde nije konstanta, ve¢ promenljiva, odnosno funkcija od .
Polazeci od ove pretpostavke, diferenciranjem leve i desne strane dobijamo

y/ _ ule—fP(:c)dx . up(x)e—fP(x)dx
a potom zamenom ¥y i ¢’ u polaznoj diferencijalnoj jednacini

y + Pa)y+Qz) =0

sledi
we ] P@dz _ uP(x)e_fP(m)dx + Up(f)e_fp(m)dw +Q(z) =0
a zatim
u/e—fP(ac)dz + Q(l') =0
odakle je
u = _Q(x)efP(x)dac
pa je
u=C— [ Qe "
1 konacno

y=e S P@C - [Qu)el May)

Primer 81 Resiti diferencijalnu jednacinu
Yy cosx = ysina + cos? x.

Transformisuci ovu jednacinu dobijamo

- smxy —cosz =0
cos T
dakle )
P(z) = i Q(z) = —cosx

COS T
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pa je -
/P(:B)d:B = —/ Y Jr = Incosz
cos T
efP(:I:)dx _ elncosz — COST
1 dalje

/Q(w)ef Pl@dz g — —/cosxcos rdr = — /C082 xdxr =

rT=—= =

/1+C082xd r  sin2x
2 2 4

tako da je konacno resenje

—Incosz T  sin Zx) 1 ( T  sin Qx)
= ( * 2 + 4 CcoS T + 2 + 4

9.4 Bernulijeva diferencijalna jednacina

Kao uopstenje linearne diferencijalne jednacine javlja se Bernulijeva diferen-
cijalna jednacina u obliku

Y + P(x)y + Q(z)y™ =0

pri cemu se pretpostavlja da je m # 01 m # 1. Naime, za m = 0 gornja
jednacina predstavlja nehomogenu linearnu diferencijalnu jednacinu, dok za
m = 1 predstavlja homogenu linearnu jednacinu

Y + P(x)y + Q(v)y =y + [P(x) + Q(2)]y =y + Pi(x)y = 0.

Ako se Bernulijeva jednacina podeli sa y™ dobija se jednacina

1 1
fmyl + P(x)ym_1 + Q(z) = 0.
Uvodenjem nove nepoznate funkcije
1 (e
z= m—1 =Y ( Y

Y

i diferenciranjem leve i desne strane

!/

1
Z=—m-1y ™y =—(m—-1)—y
ym
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a zatim smenom u jednacinu dobijamo

p— 12’+P(m)z+Q(m) =0

odnosno posle mnozenja sa —(m — 1)
2 —(m—1)P(z)z— (m—1)Q(z) =0
Sto predstavlja linearnu diferencijalnu jednacinu
2+ Pi(z)z+ Qi1(z) =0

gde je Pi(x) = —(m —1)P(z) a Q1(z) = —(m — 1)Q(x). Jednacina se dalje
resava kao linearna diferencijalna jednacina po nepoznatoj funkciji z i posle
reSavanja dobija i nepoznata funkcija

y:Z m—1

Primer 82 Resiti diferencijalnu jednacinu

zy — 4y = 22 /y.
Deljenjem leve i desne strane sa x\/y dobija se

/

Y 4
iV

posle cega se uvodi smena

1 jednacina postaje

27 ——z =1
T
odnosno
, 2 x
Z ——z=—.
T 2

Za ovu linearnu diferencijalnu jednacinu je

/P(ac)dac: —/i =—2lnzx
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efP(x)d:p — 6721nz —

x
pa je dalje
J Playia :_/fﬁ.l __Lpde 1

/Q(x)e dx 5 dex 5] 5w

tako da je
1 1
z= e_fp(”)dm(c—i— §lnx) =2*(C + §lnx)

dok je

1
=22 =2Y(C+ 5 Inz)?.

9.5 Jednacina sa totalnim diferencijalom

Ako je data diferencijalna jednacina
P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

i ako je pri tome ispunjen uslov

oP _ aQ

073; - Oz
tada gornja jednacina predstavlja jednacinu sa totalnim diferencijalom.

Naime, leva strana jednacine, uz navedeni uslov, predstavlja totalni dife-
rencijal neke funkcije u(z, y)

du = Pdx 4+ Qdy

. . _ du _ du
prlcemuJeP—axaQ—ay.

Opsti integral jednacine je prema tome

u(z,y) = C.
Kako je
ou
“_p
ox

to se integracijom leve i desne strane po x dobija

u= /Pdm+g0(y)

gde je p(y) funkcija koju treba odrediti.
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Ako sad diferenciramo ovaj izraz po y dobi¢emo

ou dy
Pdx :
Ay 8y / Ty dy
Kako je, pri tome,
ou
=Q
Y
to jednacina postaje
dy
Pdx
ay / Ty dy
odakle je
—o-2 / Pdx

pa se sad integracijom po y dOlea

@:/[Q—Q/deldy

i konacno opsti integral jednacine sa totalnim diferencijalom
0
u:/Pd$+/ Q—a—/de dy = C
Yy

Primer 83 Nadi opsti integral jednacine sa totalnim diferencijalom

Proverimo nagpre da li je ispunjen uslov za jednacinu sa totalnim diferenci-
jalom.

2 y? — 3a?
P=p 9=
o e 09 o
oy oyl oxr oyt

Kako je uslov ispunjen, pristupamo najpre integraciji P po x

2
/de—/dx—;

a zatim dobijeni rezultat diferenciramo po y

0 0 (2 3x2
2 Pdr= =2 ) =22,
83// e dy <y3> y
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Sada cemo potraZiti funkciju ¢ integracijom izraza {Q — a% J Pd:c] poy

Y A

tako da opste resenje diferencijalne jednacine glasi

2 =C.
vy

Integracioni mnozitelj

Kada diferencijalna jednacina
P(z,y)dr + Q(z,y)dy =0

ne ispunjava uslov
orP  0Q
oy  Ox
onda jednacina ne predstavlja jedna¢inu sa totalnim diferencijalom.
Medutim , u pojedinim slu¢ajevima moguée je naéi funkciju A\(x, y) takvu
da posle mnozenja jednacine sa A dobijemo jednacinu sa totalnim defierenci-
jalom, naime da bude ispunjen uslov

0 0
—(PA) = 5 (@)

dy
Funkcija A se u tom sluc¢aju naziva integracionim mmnoziteljem.
Integracioni mnozitelj se obi¢no odreduje kada je unapred poznat oblik
funkcije A\, na primer

A= Ax), A= Ay), A = Aay), A = Mz + ), = A(z® +¢?), itd.

Primer 84 Pokazati da jednacina
vyidr + (v*y — 2)dy = 0

ima integracioni mnozitelj oblika X = \(xy) i resiti je.
Nagpre éemo proveriti da li je ispunjen uslov za jednacinu sa totalnim
diferencijalom.

P=uxy Q=2y—=z
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— = 2xy gg:?xy—l

Uslov dakle nije ispunjen, pa éemo potraziti integraciont mmnozitelj oblika
Mzy). U tom cilju najpre éemo pomnoZiti jednacinu ovom funkcijom

vy’ Mazy)dr + (2%y — 2)\(zy)dy = 0

a zatim iskoristiti uslov

5 @) = £ [ — o Ga)].

Odavde se dobija
2zyN(zy) + zy’eX (vy) = (2zy — DA(y) + (2°y — )y (y)
a potom sredivanjem ove jednacine

—Azy) —ayN(zy) =0

i dalje
Ny) 1
May) — xy
Posle uvodenja smene xy = u dobijamo
Nu) 1
Mu)  w

a zatim integracijom leve i desne strane

1
InA(u) =—Inu=In-
u

pa je odatle

1

A = —

(w) = -

odnosno .
A = —.

(zy) =

Pokazimo da se zaista radi o integracionom mnoZitelju. U tom cilju pomnozi¢emo
polaznu jednacinu ovom funkcijom

2y —x

2
ﬁalx +
xry xry

dy =10
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odakle dobijamo jednacinu

1
ydx—l—(x—)dyzo.
Y

Ispitagmo da li jednacina sada zadovoljava uslov za jednacinu sa totalnim
diferencijalom

P = Q:x—l

Y
oP oQ
-1 ol
dy ox

Posto je uslov zadovoljen pristupicemo integrisanju funkcije P po x

/de:/yd:c:xy

a zatim diferenciranju dobijenog rezultata po y

0 0
ay./PdI = a—y(xy) =z

i konacno integraciji po y

/[Q—;}//Pda;]dy:/(x—;—x>dy:—/;:—lny

tako da je opste resenje jednacine jednako

xy—Iny =C.

9.6 Diferencijalne jednacine viSeg reda

Opsti oblik obi¢ne diferencijalne jendacine n-tog reda je

oz, vy, ., y™) =0

odnosno ako je jednacina regena po 3™

= f(x, 9, y", ... ay(n_l))‘

Ako funkcija ¢(x), koja ima neprekidne izvode do n-tog reda, zajedno sa svo-
jim izvodima zadovoljava diferencijalnu jedn¢inu, odnosno ukoliko jednacina
postaje identitet kada se y i izvodi od y u jednac¢ini zamene sa ¢(x) i izvodima
¢(z) onda se funkcija ¢(x) naziva resenjem diferencijalne jednacine, a sam
zadatak nalazenja funkcije ¢ integrisanjem diferencijalne jednacine.

y(n)
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Kao i u slucaju diferencijalne jednacine prvog reda, opste resenje difer-
encijalne jednacine n-tog reda predstavlja jednu familiju funkcija, s tim Sto
se sa redom jednacine povecava i broj integracionih konstanti, tako da opste
reSenje diferencijalne jednacine n-tog reda ima oblik

Yy = gO(I,Cl,CQ,...,Cn)

ili oblik
Y(x,y,C1,Cy,...,C,) =0
Sto znaci da zavisi od n proizvoljnih konstanti.

Takode, analogno jednacini prvog reda, i za diferencijalnu jednacinu
n-tog reda se mogu postaviti pocetni uslovi, koji se sastoje od zadane vred-
nosti funkcije yo u tacki xp, ali i vrednosti svih njenih izvoda zakljuc¢no sa
izvodom (n — 1)-og reda u toj istoj tacki:

n— n—1
y(z0) = yo, v/ (x0) = ¥y - -,y (wo) =y

Izbor konkretnih brojnih vrednosti za o, yo, yj, - - - ,y(()n_l) u pocetnim
uslovima po pravilu dovodi do sistema od n jednacina sa n nepoznatih ¢ijim
reSavanjem se dobijaju vrednosti konstanti C,Cs, ..., C, koje daju odgo-

varajuce partikularno resenje jednacine n-tog reda koje zadovoljava postav-
ljene pocetne uslove.

9.6.1 Linearna diferencijalna jednac¢ina n-tog reda
Jednacina
v+ ary" Y +agy" Y + 4 any + any = f(x)

gde su a;, (i = 1,2,...,n) proizvoljne funkcije od z ili konstante naziva se
linearnom diferencijalnom jednacinom n-tog reda. Ako je f(x) = 0 jednacina
se naziva homogenom a u protivnom je nehomogena.

Ako sada uvedemo oznaku L(y) za linearni operator

L(y) =y + ary" Y + aoy™ P + .+ an 1y + any

onda se linearna diferencijalna lednac¢ina moze napisati kao
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ako je homogena.
Navedimo sada neke osobine linearnog operatora.
Kako za proizvoljnu funkciju y i proizvoljnu konstantu C' vazi

(Cy)® = Cy®
to je
L(Cy) = (Cy)™ + (a:Cy) "V + (a2Cy) " + ... + (an-1Cy)' + a,Cy =
Cy™ + a;Cy™ ™Y + 4,0y + ..+ a1 CY + a,Cy =
Cy™ +awy™ ™ + ay"™ > + ..+ an_1y/ + any) = CL(y).
Kako za proizvoljne funkcije y; i yo vazi

)(k) (k) + y(k)

(1 +92)" = 2

to je

L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2).
Iz prethodne dve osobine operatora L(y) sledi da je za proizvoljne funkcije
Y,Y25 - - -5 Ykt

L(Ciyr + Coya + ... + Cryx) = C1L(y1) + CoL(y2) + ... + Cp.L(ys).
Posmatrajmo sada homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu
™ 4+ a4 ay™ D 4 a1y Fany =0
koja se, kao sto smo videli, moze napisati u obliku

L(y) = 0.

Ako je y; partikularno resenje homogene linearne diferencijalne jednacine,
naime, ako je
L(y1) =0

onda je i Cy; partikularno resenje, jer je
L(Clyl) = C1L(y1) = 0.

Takode, ako su y; i yo dva partikularna resenja homogene linearne dife-
rencijalne jednacine, onda je i y; + y» partikularno resenje te jednacine, jer
je

L(yr +y2) = L(y1) + L(y2) = 0.
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Prema tome, ako su yi,s,...,yr partikularna reSenja homogene linearne
diferencijalne jednacine, onda je i Cy;+Coys+. . .+Cryk, gdesu Cy, Cy, ..., Cy
proizvoljne konstante, takode partikularno resenje te jednacine.

Za funkcije 1 (), p2(2), ..., vr(z) definisane u intervalu [a, b] kazemo da
su linearno zavisne u tom intervalu, ako postoje konstante oy, aw, ..., a od
kojih bar jedna nije jednaka 0, tako da za svako = € [a, b] vazi

a1p1(x) + agpa(x) + ... + agpr(z) = 0.

Ako ne postoje takve konstante, odnosno ako je gornja jednakost ispunjena
samo ako je a; = as = ... = o = 0, onda su funkcije ¢y (), p2(x), . .., pr(z)
linearno nezavisne.

Primer 85 Funkcije
©1(7) = cos 2w pa(z) = cos® p3(z) =sin’z

su linearno zavisne, jer je za oy = 1,9 = —1, a3 = 1

11 () + () + asps = cos 2x — cos’r + sin’x = 0.
Funkcige

p1(z) =e @o(1) = cos® x w3(x) = sinx
su linearno nezavisne, jer je
a1€® + as cos’ T + agsin®z =0

samo ako je a; = ag = ag = 0.

Svaki skup od n linearno nezavisnih partikularnih resenja homogene line-
arne diferencijalne jednacine naziva se fundamentalnim (osnovnim) sistemom
resenja. Postoji beskonacno mnogo fundamentalnih sistema resenja.

Ako je y1, 9, ..., ¥y, fundamentalni sistem resenja, onda je opsSte resenje
homogene linearne diferencijalne jednacine dato izrazom

yn = Ciyr + Coyp + ... + Cryy,
gde su C, Oy, ..., C, proizvoljne konstante.

Primer 86 Homogena linearna diferencijalna jednacina

y'—4dy =0
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ima partikularna resenja iy, = €**, 1y, = e~ *, koja c¢ine fundamentalni sistem
resenja jer je

Q1% + e =0
samo ako je oy = oy = 0, §to znaci da su funkcije e** i e > linearno
nezavisne. Prema tome, opste resenje polazne jednacine je

yn = C1e* + Che .

Ako bismo, na primer, Zeleli da iz ovog resenja nademo partikularno resenje
koje zadovoljava pocetne uslove y(0) = 1,4'(0) = 0 onda bismo konstante C4
1 Cy odredili na sledeé¢i nacin. Iz opsteg resenja za x = 0 dobijamo

1=0Ch + Oy
Diferencirajuci levu i desnu stranu opsteg resenja dobijamo
y, = 2C1e* — 205e "
pa za y'(0) = 0 sledi
0 =2C) — 2Cs.
Resavajuci gornje dve jednacine po Cy @ Cy dobijamo

1
0120225

pa je partikularno resenje koje zadovoljava postavljene pocetne uslove jednako
1 2z 1 —2z
Yp = 56 + 56 .

Ako je poznato jedno partikularno reSenje Y nehomogene linearne diferenci-
jalne jednacine
L(y) = f(x)
onda ako uvedemo smenu y = Y + z u gornju jednacinu dobijamo
LY +2) = f(x)
odnosno, na osnovu osobina linearnog operatora L

L(Y)+ L(z) = f(x).

No, kako je Y partikularno resenje nehomogene jednacine to je L(Y) = f(x)
pa jednacina postaje

L(z)=0.
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Prema tome, 2z predstavlja reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine, pa se
reSavanje negomogene linearne diferencijalne jednacine svodi na iznalazenje
jednog partikularnog resenja te jednacine Y i fundamentalnog sistema resenja
Y1, Y2, - - -, Yo odgovarajuce homogene jednacine. Opste resenje nehomogene
jednacine je tada

y=Ciy1 +Coyp+ ... + Cryn +Y.
Partikularno resenje koje zadovoljava pocetne uslove
y(w0) = 0.9/ (10) =y 4" Vlao) = 9"

se moze dobiti odredivanjem konstanti Cy, Cs, ..., C, iz jednog sistema od n
linearnih jednacina koji ¢e se dobiti diferenciranjem opsteg resenja n — 1 put
i smenom konstanti iz pocetnih uslova u opste resenje i ovih n — 1 izvoda.

Primer 87 Jednacina
y'ty=ua

ima partikularno reSenje Y = x. Odgovarajuca homogena jednacina
y' +y=0

ima partikularna resenja y, = sinx,yo = cosx koja su linearno nezavisna,
tako da je opste resenje homogene jednacine

yn = Cysinx 4+ Cy cosx
dok je opste resenje nehomogene jednacine
y=Cisinz + Cycosx + x

Ako Zelimo, na primer, partikularno resenje nehomogene jednacine koje ce
zadovoljavati pocetne uslove y(0) = 1,y'(0) = 0, onda éemo konstante Cy i
Cs odrediti tako sto cemo najpe iz opsteq resenja za x = 0 dobiti

1=0Ch.
Diferenciranjem opsteg resenja dobijamo
y=Cicosx —Cysinz + 1
a potom iz pocetnih uslova za x =0
0=C1+1
odakle je C1 = —1 pa je traZeno partikularno resenje

y = —sinx + cosx + .



9.6 Diferencijalne jednacine viseg reda 107

Ako funkcija f(x), koja se naziva i nezavisnim ¢lanom nehomogene diferen-
cijalne jednacine

predstavlja zbir k£ funkcija
f(@) = filz) + folz) + ... + fi(2)
onda je partikularno resenje te jednacine zbir patikularnih resenja £ jednacina
L(y) = fi(x), L(y) = fo(®),..., L(y) = fulz).

Naime, ako su Y7, Y5, ..., Y,, redom, partikularna resenja ovih k jednacina,
onda je partikularno reSenje polazne jednacine

Y=Y +Yo+...+Y}

Primer 88 Jednacdina
y' 4y =ax+ 2"

ima nezavisan ¢lan f(x) = x + 2€” koji se moze podeliti na
f(x) = fi(z) + folz)

gde je fi(x) =z a fo(x) = €. Partikularno resenje jednacine
V' +y=z

je Y1 = x dok je partikularno resenje jednacine
Y +y=2e"

jednako Yo = €%, pa je partikularno reSenje polazne jednacine
Y=x+¢"

a njeno opste resenje

y=Cisinz + Cycosx + x + e”.
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Linearna diferencijalna jednac¢ina n-tog reda sa konstantnim koefi-
cijentima

Ako su u linearnoj diferencijalnoj jednacini
Y™ 4+ ary™ Y + a4 Lt ey + any = f(2)

svi koeficijenti ay, as, ..., a, realne konstante a; € R, (i = 1,2,...,n), onda
se jednacina naziva linearnom diferencijalnom jednac¢inom n-tog reda sa kon-
stantnim koeficijentima. Ukoliko je f(x) # 0 jednacina je nehomogena, a
ukoliko je f(z) = 0 jednacina je homogena.

Partikularna resenja homogene linearne diferencijalne jednacina n-tog
reda sa konstantnim koeficijentima se mogu uvek odrediti. Polazeé¢i od
reSenja homogene linearne diferencijalne jednacina prvog reda sa konstant-
nim koeficijentima

Y +ay=0

dobijamo

! d d
y—:—a1:>—y:—aldx:>/—y:—/aldxélny:—alx
Yy Yy Yy

odakle je partikularno resenje homogene jednacine prvog reda

—a1x

y=e
Potrazi¢emo i partikularno resenje za homogenu jedné¢inu n-tog reda u obliku:
y = e,
Diferenciranjem leve i desne strane dobijamo
y =re " =2, y™ = e
Zamenom nepoznate funkcije y i njenih izvoda u jednacinu dobijamo
e’ + ar Ve 4+ aogr™ e 4 4+ a, qre™ + a,e™ =0
odnosno
e (r" + arr™ Y 4 agr™ 2 4 pa, g+ a,) = 0.

Kako je € #£ 0 to se gornja jednacina svodi na

4+ ar™ Y fagr™ P+t a, r+a, =0
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Sto predstavlja algebarsku jednacinu n-tog reda po r. Ova jednacina se
naziva karakteristicnom jednacinom linearne diferencijalne jednacine n-tog
reda sa konstantnim koeficijentima. Fundamentalni sistem resenja diferenci-
jalne jednacine dobija se zavisno od reSenja njene karakteristicne jednacine.
Razlikujemo sledece slucajeve:

1. Ako karakteristicna jednacina ima n realnih i medusobno razlicitih ko-
rena 1,79, ...,r,, onda fundamentalni sistem resenja cCine funkcije

=€y =€ .y, =¢€e™m*
pa je opste resenje homogene jednacine jednako
yp = Cre"* 4+ Coe™* + ...+ Cpe™”
2. Ako karakteristi¢cna jednacina ima visestruk realni korena r reda s,

onda tom korenu u fundamentalnom sistemu resenja odgovara s par-
tikularnih resenja

re re s—1 _rx
Yy =€ ,Ya =€ ,...,Ys =T e

koji se u opstem resenju homogene jednacine pojavljuju u obliku
Cre"+Coze™ +. . +Cex e = "™ (C1+Chz+. . +Ca* 1) = " P,_i(2)
3. Ako karakteristi¢na jednacina ima prost (jednostruk) par konjugovano-

kompleksnih korena
o=« + Zﬁ

onda tom paru u fundamentalnom sistemu resenja odgovaraju dva par-
tikularna resenja

Y11 = e*’sin Bz, Y10 = €™ cos Bx
koja se u u opsStem resenju homogene jednacine pojavljuju u obliku
Ae®* ¢in fx + Be** cos Bx
4. Ako karakteristi¢na jednacina ima visestruk par konjugovano-kompleksnih

korena
T =« + Zﬂ

reda s onda tom paru u fundamentalnom sistemu resenja odgovara 2s
partikularnih resenja

y11 = ¥ sin fBx, y19 = €™ cos fx
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Yor = xe** sin Bx, Yoo = xe™* cos P

Yo1 = 2° e sin B, yso = 2° e cos B
koja se u u opsStem reSenju homogene jednacine pojavljuju u obliku
A1e* sin fx + B1e®” cos fx + Asxe® sin fx + Boxe® cos fr + . ..
+ A2 e sin B 4+ By e cos fx =
(Aj+Agz+. . +Ax* e sin B+ (By+Byz+. . .+ Ba*1)e™ cos Br =
e [Ps_1(z) sin Sz + Qs_1(x) cos Bx]
Primer 89

1. Jednacina
y' —4y=0

1mma karakteristicnu jednacinu
P —4=0

¢igi su koreni
r = 2, Ty = -2

pa je njeno opSte resenje

y = C1e** + Che ™.

2. Jednacina
yl// + y — O

ima karakteristicnu jednacinu

¢igi su koreni

pa je njeno opSte resenje

y=Cile ™ +e2 (Cg sin \fx + (5 cos ?m) )
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3. Jednacina
y/// o Sy// + 3y/ _ y — 0

ima karakteristicnu jednacinu
r—3r*4+3r—1=0

odosno
(r—17%=0

za koju je r = 1 trostruki koren. Opste resenje ove jednacine je, prema
tome

y = O1e” + Coxe”™ + Osz%e” = *(C) + Cox + Cs2?).
4. Jednacina
v 2 +y =0
ima karakteristicnu jednacinu
2P+ 1=0

odosno
(r*+1)*=0

za koju je 19 = Ei dvostruki par konjugovano kompleksnih korena.
Opste resenje ove jednacine je, prema tome

y=(Cysinz + Cycosz) + (Cszsinz + Cyrcosx) =
(Cy + Csx)sinz + (Cy + Cyz) cos x.

Opsti integral nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa kon-
stantnim koeficijentima za neke oblike nezavisnog ¢clana

Partikularno resenje Y nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima

L(y) = f(x)
koje je, pored sistema fundamentalnih resenja, odnosno opsteg resenja ho-

mogene jednacine, neophodno da bi se dobilo opste reSenje nehomogene
jednacine, moze se odrediti za neke specijalne oblike nezavisnog ¢lana f(z).

1. Nezavisni ¢lan f(z) je polinom p-tog stepena

L(y) = Py(x) = apa” + 12" + ... +q,
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a) Ukoliko karakteristicna jednacina nema realan koren r = 0, onda se
partikularno resenje trazi takode u obliku polinoma p-tog stepena

Y = Qp<l'> = bgllfp —+ bl.flfpil + ...+ bp

¢iji koeficijenti se odreduju iz sistema jednacina koji se dobija smenom
polinoma @, () i njegovih izvoda u diferencijalnu jednacinu i izjednaca-
vanjem izraza uz odgovarajuce stepene sa leve i desne strane jednacine.

b) Ukoliko karakteristicna jednacina ima realan koren r = 0 reda [, onda
se partikularno reSenje trazi u obliku nepotpunog polinoma stepena
p+1

Y = 2'Q,(z) = 2 (boa? + bya? ' 4+ ... + b))

¢iji koeficijenti se odreduju kao i u prethodnom slucaju.

2. Nezavisni ¢lan f(x) je proizvod polinoma p-tog stepena i eksponenci-
jalne funkcije

L(y) = P,(x)e™* = (apz? + a Pt + a,)e’”

a) Ukoliko karakteristicna jednacina nema realan koren r = «, onda se
partikularno resenje trazi takode u obliku proizvoda polinoma p-tog
stepena i eksponencijalne funkcije

Y = Qp(2)e™® = (boa? + bia? ™! 4.+ by)e™

pri ¢emu se koeficijenti by, by, ..., b, odreduju iz sistema jednacina koji
se dobija smenom funkcije Q,(x)e™” 1 njenih izvoda u diferencijalnu
jednacinu i izjednacavanjem izraza uz odgovarajuce stepene sa leve i
desne strane jednacine.

b) Ukoliko karakteristicna jedna¢ina ima realan koren r = « reda [, onda
se partikularno resenje trazi u obliku

Y =2'Q,(2)e = 2! (boa? + bya? ™t + ...+ b,)e™”
pri cemu se koeficijenti by, b1, . . . , b, odreduju kao i u prethodnom slucaju.
3. Nezavisni ¢lan f(z) je proizvod polinoma i trigonometrijskih funkcija
L(y) = P,(x)sin Sz + Q4(z) cos fr =
(apx? + a1x?~ ' + ...+ a,) sin Bz + (b + byx? ! + ...+ b,) cos B

pri ¢emu polinomi mogu biti razli¢itog stepena (jedan od njih moze biti
i identicki jednak 0), ali obe trigonometrijske funkcije moraju imati isti
argument (x)
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a)

Ukoliko karakteristicna jednac¢ina nema konjugovano kompleksan par
korena r; o = i3, onda se partikularno reSenje trazi takode u obliku
proizvoda polinoma i trigonometrijskih funkcija

Y = R,(x)sin Sz + S,(x) cos fx =

(cox" 4+ 1"t + ... 4 ¢)sin Bz + (dox” + dy2" " + ... +d,)cos B

gde je r = max(p, q). Drugim recima, oba polinoma u partikularnom
reSenju imaju isti stepen, koji preuzimaju od polinoma veéeg stepena
u nezavisnom c¢lanu. To dalje znaci, da i u slucaju da je u nezavisnom
¢lanu jedan od polinom identicki jednak nuli, odnosno da nezavisni ¢lan
sadrzi samo jedan polinom, partikularno resenje uvek sadrzi oba poli-
noma. Koeficijenti cg,cq1,...,¢. 1 do,dy,...,d, odreduju se iz sistema
jednacina koji se dobija smenom funkcije R,.(z)sinfBx + S, (z)cos Sz
i njenih izvoda u diferencijalnu jednacinu i izjednacavanjem izraza uz
odgovarajuce stepene sa leve i desne strane jednacine.

Ukoliko karakteristi¢na jednac¢ina ima konjugovano kompleksan par ko-
rena 71 2 = 13 reda [, onda se partikularno reSenje trazi u obliku

Y = o' R,(2)sin Bz + 1S, () cos B =

oH(cox” + "t 4.+ ¢,) sin fr + oM (dox” + dix"t + ...+ d,) cos Bx

pri cemu se koeficijenti c¢q,cq,..., ¢, 1 dg,dq,...,d, odreduju kao i u
prethodnom slucaju.

. Nezavisni ¢clan f(z) je proizvod eksponencijalne funkcije, polinoma i

trigonometrijskih funkcija
L(y) = e**[Py(x) sin Bz + Q4(x) cos fz| =

e*[(apr? + arx?™ ' + ...+ a,) sin Bz + (bor? + byt + ...+ b,) cos 37

pri cemu polinomi, kao i u prethodnom slucaju, mogu biti razli¢itog ste-
pena, a jedan od njih i identicki jednak 0, ali i ovde obe trigonometrijske
funkcije moraju imati isti argument (Sx)

Ukoliko karakteristicna jednacina nema konjugovano kompleksan par
korena 119 = a £ i3, onda se partikularno resenje trazi takode u ob-
liku proizvoda eksponencijalne funkcije, polinoma i trigonometrijskih

funkcija
Y = e*[R,(z) sin Sz + S,(z) cos fzx] =
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e [(cox” + 1"t 4+ ...+ ¢)sin B + (dox” + dix" " + ...+ d,) cos B]

gde je ponovo r = max(p, q). Dakle, i ovde partikularno resenje sadrzi
oba polinoma. Koeficijenti cg,cq,...,¢. 1 dy,dy,...,d, odreduju se iz
sistema jednacina koji se dobija smenom funkcije e**[R,.(z)sin fx +
Sy () cos fz] i njenih izvoda u diferencijalnu jednac¢inu i izjednacavanjem
izraza uz odgovarajuce stepene sa leve i desne strane jednacine.

b) Ukoliko karakteristi¢na jedna¢ina ima konjugovano kompleksan par ko-
rena 79 = o = ¢ reda [, onda se partikularno resenje trazi u obliku

Y = 2'e*[R,(z) sin Bx + S,(z) cos fz] =

e al[(cox” +cra” .. ¢, sin Ba + (dox” +dya" 4.+ d,) cos ]

pri cemu se koeficijenti cq,cq,..., ¢, 1 do,dy,...,d, odreduju kao i u
prethodnom slucaju.

Primer 90

1. Data je jednacina
y// —y = Z‘Q + 1.

Karakteristicna jednacina
r?—1=0
ima dva realna resenjar =1 ir = —1, pa je opste resenje odgovarajuce

homogene jednacine
yn = Che® + Cre™ ™.

Partikularno resenje polazne nehomogene jednacine trazi se u obliku
Y = boz? + bz + bs.
Diferenciranjem dobijamo
Y' = 2bgx + by, YY" =2b
i dalje smenom u polaznu jednacinu
2bg — (box® + bix + by) = 2* + 1

odnosno
—bol’2 — bl.T + 2b0 — b2 = Z‘2 +1
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odakle se izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobija
—bp=1, —by=0, 2by—0by=1

odnosno
b():—l, b1:0, 62:3

pa je partikularno resenje
Y =2"-3
a opste resenje polazne nehomogene jednacine

y=uyp+Y = Cre” + Coe " + 2° — 3.

2. Resiti jednacinu
y" +y =at.

Karakteristicna jednacina
P +r=0
ima resenja r = 0 1 r = %1, pa je opste resenje odgovarajuce homogene
jednacine
yn, = C1 + Cysinz + Czcos x.

Posto je nezavisni clan polinom, a karakteristicna jednacina ima (jed-
nostruko) resenje r = 0, partikularno resengje polazne nehomogene jed-
nacine potrazicemo u obliku

Y = x(box* + b12® + bya® + byx + by) = boa® + byt + byx® + byz? 4 by
Diferenciranjem dobijamo
Y = 5bgx? + 4b13® + 3bya® + 2bsx + by
V" = 20byz® + 12by2% + 6box + 203
V" = 60bya” + 24b1x + 6b,
a zatim smenom u polaznu jednacinu
60boz” + 24b1x + 6by + Hboz* + 4byz” + 3bya® + 2b3z + by = z*

odnosno

5box + 4byx® + (60by + 3bg)z? + (24by + 2b3)x + 6by + by = x*
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odakle se izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene i resavanjem
rezultujucih jednacina dobija

b1 = 0, bg - —4, b3 - O, b4 = 24

pa je partikularno resenje

£L’5
Y:€—4x3+24$

dok je opste resenje polazne jednacine

5
y=C,+ Cysinx 4+ C3cosx + % — 42 + 24x.

3. Naci resenje diferencijalne jednacine
y' =3y + 2y =€
Karakteristicna jednacina
r?—3r+2=0
mma dva realna resenjar =1 i r =2, tako da je
yn, = Cre® + Cye?.

Partikularno resenje jednacine trazi se u obliku

Y = Ce*®
odakle je
Y =3Ce*®, Y =9Ce*
pa je dalje
9Ce* — 3. 3Ce™ +20e* = ™

odnosno ]

2C€3w = €3x = C = 5
tako da je

1
Y = —¢*
2

a opste resenje polazne jednacine

1
y = Cre® 4+ Che®® + 56396.



9.6 Diferencijalne jednacine viseg reda 117

4. Resiti jednacinu
y// . 3y/ _|_ 2y — 61..
Kao i u prethodnom zadatku dobijamo

yn = Cre” + Coe™.

Kako je jedan od korena karakteristicne jednacine r = 1 partikularno

resenje se trazi u obliku
Y = Cuxe”

odakle diferenciranjem dobijamo
Y'=Ce® + Cxe®, Y"=Ce"+Cc” + Cze® = 20e” + Cxe”.
Smena u jednacinu daje
2Ce” 4+ Cze® — 3(Ce” + Cze”) +2Cxe” = €”

odnosno
—(Ce"=e"=0C=-1

tako da je
Y = —ze”

a opste resenje polazne jednacine

y = Cre” + Cre®® — xe”.

5. Naci resenje diferencijalne jednacine
y' +y =2y = (° — 1),
Karakteristicna jednacina
rP4+r—2=0

ima resenjar =1 1r =—2, pa je

yp = Cre® 4+ Coe .
Partikularno resenje trazimo wu obliku

Y = (az® + bx + c)e*”
odakle diferenciranjem dobijamo

Y' = (2ax + b)e* + 2(ax® + bz + c)e*”
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Y" = 2ae** + 2(2ax + b)e* + 2(2ax + b)e** + 2 - 2(ax® + bx + c)e*”.

Smena u jednacinu daje
2ae* + 4(2az + b)e** + 4(ax® + bx + c)e* +
(2ax + b)e* + 2(az? + bx + c)e* — 2(azx® + bx + c)e* = (v* — 1)e**
odnosno
[4(az® + bz + ¢) + 5(2ax + b) + 2a]e** = (2 — 1)e**
odakle sledi jednakost polinoma
4(az® + bx +c) + 5(2ax + b) +2a = 2° — 1

odnosno
4ax® + (4b+ 10a)x + 4c + 5b + 2a = 2* — 1.
Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajucée stepene i reSavanjem rezul-
tugucih jednacina dobijamo
1 5 13
8 32
odakle je partikularno resenje
1 5 13
Y N 2 Y ) 2x
(49“" TRETY

dok je ()])§t6 7"6§6nj6
T —2x 1 2
Yy = Cle + 026 + -2 — =+

6. Resiti jednacinu
y/// _ y// — J;el

Karakteristicna jednacina tma realan koren r = 1 1 dvostruki realan
koren r =0, pa sledi

Yn = Cl + ng + Cger.
Zbog korena r = 1 partikularno resenje se trazi u obliku

Y = z(ax + b)e”.
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Diferenciranjem, a potom 1 sredivanjem rezultata diferenciranja dobi-
jamo
Y' = (2ax + b)e” + (az® + bx)e”

Y" = 2ae” + 2(2ax + b)e® + (ax® + bx)e”
Y" = 6ae” + 3(2ax + b)e” + (az® + bx)e”.
Smenom u diferencijalnu jednacinu v sredivanjem leve strane dobijamo
(2ax + b+ 4a)e® = ze”
odakle sledi jednakost polinoma

2ax +b+4da ==z

1z koje se izjednacanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobija
a=3,b=-2paje

1
Y = (a:2 — 2:c> e’
2
1 konacno )
y = C1+ Cox + Cze” + (21;2 - 23:) e”.
7. Resiti jednacinu
" / 3z x 2
Yy =3y +2y=e"+e"+u
Karakteristicna jednacina
r?—3r+2=0
mma reSenjar =111 =2, pa je
yn = Cre” + Cae™.

Nezavisni ¢lan f(x) moZe se predstaviti kao zbir funkcija fi(z) = €37,
fo(x) = €® i f3(x) = 2%, pa se onda shodno tome partikularno resenje
trazi u obliku

Y=Y1+Y2+Y3

gde su Yy, Ys 1 Y3 partikularna resenja diferencijalnih jednacina
y// _ 3y/ _|_ 2y — 6333

y//_3y/+2y: 6.1‘
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y' — 3y +2y=2°
respektivno.

Prve dve diferencijalne jednacine resene su u prethodnim zadacima, pa

cemo iz ngih preuzeti partikularna resenja Y; = %63:6 1Yo = —xe®. Za

trecu jednacinu potrazicemo partikularno resenje u obliku
Y; = ax? + bz + c.
Diferenciranjem se dobija
Yy =2ax+0b, Y =2a
a zatim smenom u jednacinu
2a — 3(2ax + b) + 2(ax® + bxr + ¢) = 2°

odnosno
2ax* + (2b — 6a)z + 2a — 3b + 2¢ = 2

odakle se izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene i resavanjem

rezultujuceg sistema linearnih jednacina dobija

odnosno . 3 .
Yy = —a? + = -

tako da je partikularno resenje polazne jednacine

1 1 3 7
Y:§(33x—xex+§x2+§w+z

a njeno opste reSenje
7

1 1 3
y = Cie” + Che®* + 56336 — xe” + §x2 + ix + i



