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6 Analiticka geometrija

6.1 Vektori

Svaki vektor odreden je svojim pravcem, smerom i intenzitetom. Naime, ako
je data neka prava p i na njoj dve tacke A i B, onda je A pocetna tacka
a B krajnja tacka vektora ﬁ Pravac vektora AD odreden je pravom p
(koja se naziva i nosac¢ vektora), a njegov smer je od tacke A do tacke B.
Konacno, intenzitet vektora AB jednak je mernom broju duzi AB. Vektor
AB moze da se oznadi i sa @, a njegov intenzitet sa AB odnosno |@| ili samo
a. Vazi |d| > 0, s tim $to ako je intenzitet vektora jednak 0, onda se taj
vektora naziva nula-vektorom i oznacava sa 0. Nula-vektor je jedini ektor ¢iji
su pravac i smer su proizvoljni.
Vektor a ¢iji intenzitet |@| = 1, naziva se jedini¢nim vektorom ili ortom.

Definicija 22 Dva wvektora su medusobno jednaka ako imaju isti pravac,
smer 1 intenzitet.

Napomena: Vektori imaju isti pravac ako su prave koje su im nosaci paralelne
ili se poklapaju. Vektori koji imaju isti pravac se nazivaju kolinearnim vek-
torima, Sto znaci da su kolinearni vektori istog smera i intenziteta medusobno
jednaki. Prema tome, dva jednaka vektora se ne moraju nalaziti na istom
polozaju u prostoru, ve¢ se mogu nalaziti na razlicitim, paralelnim pravama.
Odavde sledi da se vektor ne menja ako se u prostoru pomera translatorno,
odnosno tako da zadrzava isti pravac i smer.

Definicija 23 Proizvod skalara (broja) m # 0 i vektora @ je vektor b=ma
¢iji je pravac jednak pravcu vektora d, dok je smer jednak smeru vektora a
ako je m > 0, a suprotan smeru vektora @ ako je m < 0. Intenzitet vektora

[b] = |m] - |a].

Proizvod skalara 0 i vektora a, 0-d jednak je nula-vektoru. Proizvod skalara
—1ivektora d, —1-a je vektor —a koji je istog pravca i intenziteta kao vektor
a, ali ima suprotan smer.

Ako su vektori @ i b kolinearni onda uvek postoji skalar m takav da je:
i=m-b

Definicija 24 Zbir dva vektora a i gje vektor ¢=a+b koji se dobija tako
sto se vektor b translatornim pomeranjem dovede u takav poloZaj da se njegov
pocetak poklopi sa krajem vektora da, pa je vektor ¢ wvektor c¢iji se pocetak
poklapa sa pocetkom vektora a, a kraj sa krajem vektora b.
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Ako su A, B i C tri tacke u prostoru, onda je AB 4+ BC = AC.

Sabiranje vektora ima sledece osobine

edt+b=b+a

o (@+b) +c=a+ (b+7)
e d+0=a

e d+(—d)=0

Sabiranje vektora i mnozenje vektora skalarom zadovoljavaju sledec¢e os-
obine:

Razlika dva vektora @ i b svodi se na zbir vektora @ i vektora —b. Pod-
setimo da je vektor —b jednak vektoru b po intenzitetu i pravcu, ali mu je
smer suprotan smeru vektora b.

-

a@—b=d+(—b)

—

Definicija 25 Skalarni proizvod dva vektora a i b se oznacava sa @ - b i
predstavlja skalar (broj) koji se dobija na sledeci nacin

a-b=|dl-|b|-cosa
pri cemu je o ugao izmedu vektora a 1 vektora b.

Za skalarni proizvod vaze sledece osobine

ed-b=b-d
o (@+0b)-C=a-é+b-¢
e G-d=|dl-]|d-cos0O=|al?

Iz ove poslednje osobine sledi da je

Ako @ i b nisu nula vektori iz definicije skalarnog prozvoda sledi da je
cos a, gde je av ugao izmedu ova dva vektora, jednak:
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a-b
|| - |b]

COS&x =

Pomocu skalarnog proizvoda moze se ispitati da li su dva vektora @ i b
medusobno normalna. Naime, kako je kosinus pravog ugla jednak 0, to su
vektori @ i b koji su razli¢iti od 0 normalni ako i samo ako im je skalarni
proizvod jednak nuli.

dlbesd-b=0

Definicija 26 Vektorski proizvod dva vektora a i 5]’6 vektor € sa sledeéim
osobinama:

1. Intezitet vektora € je jednak |& = |a@| - |b] - sina gde je ugao o izmedu
vektora @ 1 b.

2. Pravac vektora ¢ je normalan na ravan odredenu vektorima d i b, odnosno,
claiclb.

3. Smer vektora ¢ se odreduje tako da vektori a, b i ¢ formiraju desni
triedar.

Napomena: Ako su vektori @ i b kolinearni, onda njima nije odredena jedin-
stvena ravan, pa stoga nije moguce odrediti pravac i smer njihovog vektorskog
proizvoda. Medutim, sinus ugla izmedu kolinearnih vektora je uvek jednak
0, odakle je i intenzitet njihovog vektorskog proizvoda jednak 0, Sto znaci
da je vektorski proizvod kolinearnih vektora 0, koji kao §to smo videli ima
proizvoljan pravac i smer.

Kao $to se pomocu skalarnog proizvoda moze ispitati da li su dva vektora @
i b medusobno normalna, tako se pomocu vektorskog proizvoda moze ispitati
da li su dva vektora medusobno kolinearna. Naime, vektori a i b koji su
razlic¢iti od 0 su kolinearni ako i samo ako im je vektorski proizvod nula-
vektor.

Za vektorski proizvod @ x b vaze sledeée osobine

axb=-bxa
(@+b)xc=dxc+bxc
Kao sto se vidi iz prve osobine, vektorski proizvod nije komutativan.

Naime, ako vektori koji formiraju vektorski proizvod promene mesta, rezul-
tujuéi vektor menja smer.
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Vektorski proizvod ima i svoju geometrijsku interpretaciju. Naime, ako se
nad vektorima @ i b konstruise paralelogram, njegova povrsina bi¢e jednaka
intenzitetu vektorskog proizvoda vektora a i b.

Naime, ovaj paralelogram ima osnovicu a = |d| a odgovarajuéa visina
jednaka je h, = |I;\ - sin o, odakle je

P=a-h,=|ab| sina=|d@x b
Definicija 27 Mesoviti proizvod tri vektora d, b i ¢ je skalar
(@x0b)-C
Za mesoviti proizvod vazi sledeca osobina

(@xb)-=a-(bx?d

Za tri vektora a, bi ¢ kazemo da su komplanarni, ako postoji ravan kojoj
su sva tri vektora paralelna. Posebno, vektori su komplanarni ako leze u istoj
ravni. Vektori @, b i ¢ su komplanarni ako i samo ako je

(@xb)-c=0

Naime, ako su a, bi ¢ komplanarni, tada je (@ x l;) 1 ¢ paje (ax l;) - C.

Sa druge strane, ako je (@ x b)-&= 0 onda jeili (@xb) L @ilije @x b= 0.
U prvom slucaju, kako je skalarni proizvod vektora (@ x 5) i vektora ¢ jednak
nuli, sledi da je (@ x I;) 1 ¢ a kako je po definiciji vektorskog proizvoda
(@xb) L@ai(@xb)Lbtoje (@x b) istovremeno normalan na tri vektora
a, bic “Sto znaci da su ta tri vektora komplanarna. U drugom slucaju, kada
je a x b= 0, to znad¢i da su vektori @ i b kolinearni, pa onda vektori a, bic
moraju biti komplanarni.

Ako se nad vektorima @, bi ¢ konstruise paralelepiped, njegova zapremina
je jednaka

V=|@x5)-d
Naime, zapremina ovog paralelepipeda je
V=B-H

¢ija je osnovica paralelogram konstruisan nad vektorima a i l;, odakle je
= |d x b|. Sa druge strane je H = |¢] - cosa gde je @ manji ugao izmedu
pravca odredenog vektorima @ X b i pravca odredenog vektorom ¢. Odatle je
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(@

b) - {

X .
COS ¥ = gy
@x B |d

odnosno

@ % b| - | - cosae = | (@ x b) - 7
Zapremina paralelepipeda je, prema tome
.

. b) - R
VZ!JXM-H-szﬁxb)ﬂ
|a@ > b] - |d]

—~

6.2 Vektori u koordinatnom sistemu

Neka su ;, ji k jedini¢ni, uzajamno normalni vektori koji ¢ine desni triedar,
i neka su Oz, Oy i Oz ose odredene ovim vektorima. Vektori 7, J i k nazivaju
se ortovima koordinatnih osa. Proizvoljan vektor @ moze se na jednoznacan
nacin izraziti kao linearna kombinacija vektora i j i E, dakle kao zbir tri
vektora od kojih svaki ima pravac jedne od koordinatnih osa.

Naime, vektor @ moze uvek da se postavi tako da mu je pocetak u koor-
dinatnom pocetku O, odnosno da je @ = OM , gde tacka M ima koordinate
(x,y,z). Ako je M’ normalna projekcija tacke M na ravan Oxy a M" nor-
malna projekcija tacke M’ na osu Oz, onda je

G=0M=O0OM +MM=0M"+ MM + MM

Vektor OM" kolinearan je sa vektorom i i iz nacina na koji je formiran

sledi da je njegov intenzitet jednak z koordinati tacke M. Kako je ovaj
vektor, pri tome, kolinearan sa vektorom i, sledi da je OM" = i, Potpuno
1 7 e . . 2. . 1/ 7
analogno, vektor M" M’ koji je kolinearan sa vektorom j jednak je M" M’ =
R

y]', a vektor M'M kolinearan sa vektorom k jednak je M'M = ZE, pa je

d=O0M = xi+yj + 2k

Za vektor @ = xi + yj'—i— 2k kazemo da ima koordinate x, Yy 1z 1 piSemo

a=(x,y,2)
pri ¢emu treba naglasiti da su vrednosti koordinata vektora a jednake koor-
dinatama tacke M.
Ako su vektori zadati svojim koordinatama, onda se i operacije sa vek-
torima mogu izraziti preko koordinata
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1. Mnozenje vektora skalarom daje
ma = m(xi +yj + zk) = maxi + myj + mzk

odakle je md = (mz, my, mz). Drugim rec¢ima, vektora zadat koordi-
natama se mnozi skalarom tako $to mu se svaka koordinata pomnozi
sa vrednoséu tog skalara.

2. Kada je u pitanju sabiranje Vektora a = :1:12 + y1j + zlk odnosno
a = (z1,y1,2) 1 vektora b = 291 + yoj + zzk odnosno b = (22, Yo, 22),
dobijamo

-

G+b = (@1i4y1j+21k)+(Toityaj+20k) = (21432 i+ (Y1 +y)j+ (21422 k

odnosno @ + b = (x1 + 2,y1 + Y2, 21 + 22), Sto znaci da se koordinate
vektora koji predstavlja zbir dva vektora dobijaju sabiranjem odgo-
varajuc¢ih koordinata ta dva vektora. Analogno, koordinate vektora koji
predstavlja razliku dva vektora dobijaju se kao razlika odgovaraju¢ih
koordinata ta dva vektora.

—

3. Za skalarani proizvod dva vektora @ = (z1,y1,21) 1 b = (22, ¥z, 22)
dobijamo

@ b= (10 + 1]+ 21k) - (2o + 2] + 20k) =
Ty Lol TAY1 To ] T4 21 Lok -i+T1 Yol J Y1 Yo - 21 Yo k- J 41 29 kA1 20] - k421 20k ke

—

odnosno, kako je, zbog ortogonalnosti vektora ; k

—

ij=ji=i-k=k-i=j-k=k-j=0

ostaje samo

i b =zl + yiysf)? + 2120]k?

Kako su, dalje, ﬁ, ik jedini¢ni vektori, to je

[i* = 171° = |k* =

pa je konacno

a- g: 122 + Y1Y2 + 2122
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odnosno skalarni proizvod dva vektora jednak je zbiru proizvoda odgo-
varaju¢ih koordinata ta dva vektora.

Odavde je, za a = T + y;‘+ ZE, skalarni proizvod vektora sa samim
sobom jednak

—

a-a=zxxr+yy—+zz

odnosno, kako je

sledi

4. Kosinus ugla izmedu dva vektora, takode se moze izracunati pomocu

-,

njihovih koordinata. Naime, kako je cosa = @b gde je a = /(d,b) to

[0
je

T1T2 + 1Yo + 2122

VI + R+ 2\ Jad + 3+ 23

cosa =

5. Za vektorski proizvod dobija se
a x g: ($1;+ ylj“‘ 21E> X (%2;4- yzj—F ZQE) =
a:lix ;—f- yll'gj X ;—i- le'glg X ;—F

xlygfx j"i‘ ylyJ X j—i— Zlyglg X j‘i‘

xlsz %+ ylzﬁ X E+ 2122/; X E

Medutim, kako su vektori 7, j i k medusobno ortogonalni vektori i
formiraju desni triedar, to je

z?xz?:jxj:qxlgzo
ixj=k jxi=—k jxk=i
kxj=—i kxi=j ixk=—j

pa je, prema tome,

ixb= —91570212 + Z1fﬂzj+ $1?J2E — ZlyQZ_ $122;+ 9122;
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odnosno

ixb= (3/12’2 - Zly2);_ ($12’2 - Z1I2)j + (37192 - y11’2)E

Ovo moze da se predstavi i pomoc¢u determinanti kao

- b 1 <1 - 1T 21 - T 1 e
ixb=|" 7 — - J 4+ Yl g
Yo 22 T 22 T2 Y2
odnosno
gk
axb= T Y1 21
Ty Y2 Z2

pri ¢emu ova poslednja determinanta i nije determinata u pravom smislu
te reci, buduci da sadrzi i skalare i vektore, veé je njen smisao iskljucivo
da posluzi za to da se njenim razvijanjem po prvoj vrsti dobije vektorski
proizvod.

6. Kako je

ax b= (y122 — 21Y2, 21T2 — T122, T1Y2 — Y122)

to se za mesoviti proizvod vektora @, bic= s+ y3f+ 23E dobija

=,

(67 X b) C= (ylzz - Zly2)373 + (21932 - $1Z2)y3 + (fflyz - y1932)23

Sto se moze predstaviti i pomoc¢u determinanti kao

-

(dxb)-5:| e
Y2 22

1 %
T Y2

+ 2
Ty 2 Y3 3

odnosno kao determinanta (u ovom slucaju ”prava”)

. T Y1 oz
(C_I: X b) C= Ty Y 22
T3 Ys Zz3
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Vec¢ smo videli da se pomocu vektorskog proizvoda moze utvrditi da li su
dva vektora kolinearna. Medutim, za vektore date preko koordinata, to se
moze ustanoviti i znatno jednostavnije. Naime, ako su vektori @ = (z1,y1, 21)
i b= (22, Y2, 22) medusobno kolinearni, tada, kao $to smo veé konstatovali,
postoji skalar m takav da je

ST
I
3
S

odnosno

a = (mxa, mya, mzs)

iz Cega sledi

T =MITy Y1 =MYa 21 =M22
odnosno

nh_n_Aa

T2 Y2 o 22
Prema tome, dva vektora su kolinearna ako su im koordinate proporcionalne.
Primer 36 Ako su uglovi koje vektor a = (x,y, z) zaklapa sa koordinatnim

A A
)

osama redom o = /(@,1), B = £(@,]) iy = /(@ k) tada je

cos® o+ cos? B+ cos? vy = 1

Naime, kako su vektori i = (1,0,0), j= (0,1,0) 4 k= (0,0,1), to je

a-i x
COS ¥ = =5 =
a - || Vart+yr+?
i-j y
COS D = 5 =
g e
a-k z
COS ¥ = =5 =
a - |k VPPt 22
2 2 2
cos? o + cos? 3 4 cos®y = ’ - Y - & =1

$2+y2+22 $2+y2+22 $2+y2+22
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Primer 37 Odrediti zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad vektorima

1) b=(1,4,-2) &=(4,5-3)

a=(3,2,—
kao i visinu koja odgovara strani odredenoj vektorima a@ i b
—|(@xb)-d
. 3 2 —1 3 2 -1 9 _1
(@xb)c=]14 =2 |=|-5 0 0]=—( 5)| 1 0‘:5-(—1):—5
4 5 -3 -5 -1 0
V=|-5=

axb=|3 2 —1|=0i+5)+ 10k
14 -2

@ x b = V52 + 102 = V125 = 55

5 1 W5
56 V6 5

Primer 38 Neka su «, 3 i~ uglovi koje neki vektor 1 = ri+yj+zk zaklapa
respektivno, sa koordinatnim osama Oz, Oy 1 Oz odnosno vektorima i, j 1
k. Ako vektor it skalarno pommozimo redom sa i, j ik dobijamo:

n-i=x n-j=y n-k==z

odnosno
x=7-i=|d|-|i|- cosa =i cosa
y=1i-j=lil-|j| - cos § = |ii] - cos 3
z=7-k=|f|-|k|-cosy = |fi| - cos
pa je

1 = (|7i] cos v, |7i| cos B, | 71| cos )
odnosno ako je ng jedinicni vektor |ng| = 1

1o = (cos a, cos 3, cosy)
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6.2.1 Rastojanje dve tacke u prostoru

Ako su u prostoru date dve tacke M (x1,y1,21) 1 Ma(2a,y2, 22) onda je nji-
—_— —_

hovo medusobno rastojanje M; M, jednako intenzitetu vektora M;Ms. Vek-

tor My M, moze se predstaviti kao:

MMy = OMsy — OM;

gde su OM; i OM; vektori polozaja tacaka M i My, paje OM; = (1,91, 21)
—
i OMs = (22, Y2, 22) odnosno

—_—
MM, = (IQ —T1,Y2 —Y1,%22 — 21)

Sledi da je

MMy = |MyMs| = \/(952 —z1)*+ (Y2 —y1)* + (22 — 21)?

rastojanje izmedu tacke M; i My u prostoru.

6.3 Analiticka geometrija u ravni

U ovom odeljku posmatrac¢emo tacke u ravni, odnosno u dvodimenzionalnom
koordinatnom sistemu Ozy u kome svaka tacka ima dve koordinate, = i y.
Neka su a i b koordinate tacke O'(a,b). Ako se koordinatni sistem Ozxy
translira (translatorno pomeri) za vektor OO’ dobi¢e se novi koordinatni
sistem O'x’y’. Ako je tacka M u ravni u odnosu na koordinatni sistem Ozy
imala koordinate x i y, onda ¢e ona u odnosu na koordinatni sistem O’z'y/
imati nove koordinate x’ i y/. Pri tome izmedu starih i novih koordinata
postoji sledeca veza

r=12+a (' =z —a)

y=y+b Y =y-0b)
Sem translacije koordinatnog sistema, moze se izvrsiti i njegova rotacija
oko koordinatnog pocetka O. Rotacijom koordinatnog sistema Ozy u ravni

oko tacke O za ugao « dobija se novi koordinatni sistem Ox'y’. Posma-
tracemo sada neki vektor OM = (z,y) koji je u Ozy jednak

m = 21 + yj

gde su ii j ortovi koordinatnih osa Oz i Oy
Taj isti vektor ¢e, medutim, u sistemu u sistemu Oz’y’ imati oblik

OM = /7 + 4§
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gde su sada ¢ i j' ortovi koordinatnih osa Oz’ i Oy’. Drugim refima u
koordinatnom sistemu Ox'y’ je OM = (', y).
Kako je

vi+y) =27+

to ako se ova jednakost skalarno pomnozi vektorom ;dobija se

’ / ™
r=1a'cosa+y cos(§ + a)
jerjei-i=1.i-j=0,(,7) =, /(i.]) = 5 +a
Sa druge strane, ako se ista jednakost skalarno pomnozi vektorom j dobija
se

™

y:a:’cos(2 — o)+ Yy cosa

jerjei-j=0,j-j=1.0ji") =5 —a,L(j,)) =

Drugim recima, stare koordinate z i y vektora OM (odnosno tacke M)
povezane su novim koordinatama 2’ i 3/, dobijenim rotacijom koordinatnog
sistema za ugao «, jednakostima

x=12'cosa — 1 sina

y =2 sina + 1y cosa

6.3.1 Opsta jednacina krive drugog reda

Krive drugog reda, kao sto su elipsa, hiperbola ili parabola se u ravni mogu
zadati jednom opstom jednac¢inom koja glasi

Az® +2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0

pri ¢emu je A% + B? + C? > 0, $to znaéi da bar jedan od koeficijenata A, B
i C' mora biti razlicit od 0.

Zavisno od vrednosti koeficijenata A, B, C', D, E i F, opSta jednacina
krive drugog reda definise elipsu (uklju¢ujudi i kruznicu), hiperbolu ili parabolu,
ali moze definisati i samo jednu tacku, dve prave koje se seku, dve paralelne
prave kao i dve prave koje se poklapaju. Kona¢no, moguce je i da ne pos-
toji nijedna tacka sa koordinatama x i y koje zadovoljavaju ovu jednacinu.
Da bismo odredili o kome od ovih sluc¢ajeva se radi, od koeficijenata opste
jednacine se formiraju dve determinante

A B D
o4 selnes
D FE F
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A0 S-A <0 | Elipsa
>0 S - A >0 | Prazan skup (imaginarna elipsa)
A=0 Tacka
5<0 AF#0 Hiperbola
A=0 Prave koje se seku
A#0 Parabola
0=0]|A=0 Paralelene prave, prave koje se poklapaju,
prazan skup (imaginarne prave)

Tabela 10: Podela krivih drugog reda

Ako je, pri tome, S = A + C onda vazi podela data tabelom 10.
Krive drugog reda, elipsa, hiperbola i parabola imaju i svoje kanonske
jednacine
2 2
z )
et
za elipsu, pri ¢emu se za a = b dobija kruznica, zatim

2 2
x
v
a? b
za hiperbolu, i
v = 2px p >0
ili
2 =2qy q>0
za parabolu.

Translacijom i rotacijom koordinatnog sistema opsta jednacina krive dru-
gog reda moze se svesti na odgovaraju¢u kanonsku jednac¢inu. Naime, ako
kriva drugog reda ima osu simetrije paralelnu jednoj od koordinatnih osa
onda je koeficijent uz zy jednak 0 (B = 0). Sem toga, ako se koordinatni
pocetak postavi u centar krive (u sluc¢aju krivih sa centrom, elipse i hiperbole)
onda su koeficijenti uz = i y jednaki 0 (D = E = 0).

. A B

Ako je § = B C
translacijom svodi na oblik

= AC — B? # 0 radi se o krivoj sa centrom koja se

Az} 4+ 2Bxyy + Cyi + F1 =0

A
5

gde je F} = £, a potom rotacijom na oblik

Aszs + Coys + F1 =0
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gde je Ay #£ 01 Cy # 0. Odavde se, dalje, dobijaju kanonske jednacine elipse
(realne ili imaginarne) ili hiperbole, odnosno tacke, za F; = 0.

: A B
AkOJe5—| B C

| = AC—B? = O radi se o krivoj bez centra. Rotacijom

se dobija

A2 4+ 2D 11 + 2By + F =0
ili
C’ly% +2Dyxy +2E 1 + F =0
a potom translacijom
Axs +2E1y, =0 ili A3+ Fi =0 akoje FE; =0
odnosno

Chys +2Dyaza =0 ili Ciys+ Fy, =0 akoje D;=0.

6.3.2 Parametarske jednacine krive

Kriva u ravni se moze zadati i parametarskim jednacinama

x = @(1)

y=v(t) tel
gde se za razlic¢ite vrednosti parametra dobijaju odgovaraju¢e koordinate
tacaka x i y.

Tako su, na primer, parametarske jednacine kruznice poluprecnika r sa
centrom u koordinatnom pocetku

T =1cost
y=rsint te€[0,2n]
dok su parametarske jednacine elipse sa centrom u koordinatnom pocetku
¢ije su poluose a i b
T = acost
y = bsint

Kriva koju opisuje tacka na kruznici koja se bez klizanja kotrlja duz
jedne prave i koja se naziva cikloida najcesce se zadaje svojim parametarskim
jednacinama
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r = a(t — sint)
y=a(l —cost) te€]0,2n]

a isto tako i "zvezdasta” kriva, ili astroida

x = acos>t

y=asin®t tc€|0,2n]

6.3.3 Polarne jednacine krive

Sem u Dekartovom, pravouglom koordinatnom sistemu, kriva u ravni moze se
zadati i u polarnom koordinatnom sistemu koji obrazuju tacka O i poluprava
Op. Tacka O je pol, a Op polarna osa ovog koordinatnog sistema. Koordi-
nate tacke M u polarnom koordinatnom sistemu su intenzitet njenog vektora
polozaja p = |O—M| kao i ugao ¢ izmedu vektora polozaja OM i polarne ose
Op, pa je tacka data sa M(p, ).

Ako se pol O polarnog koordinatnog sistema poklapa sa koordinatnim
pocetkom Dekartovog koordinatnog sistema, a polarna osa sa x osom, onda
su Dekartove i polarne koordinate povezane jednacinama

X = pcos ¢

y=psing

odnosno

N

x . Y Y
COSp = ———— Sin ¢ = ————= tgp == x#0
R T Eee T 7
Kruznica poluprec¢nika r sa centrom u polu O ima u polarnom koordi-
natnom sistemu jednacinu p = r. Prava koja prolazi kroz pol pod uglom

¢ ima jednacinu ¢ = ¢g, dok prava koja ne prolazi kroz pol ima jednacinu
P

P = cos(o—do)"
Elipsa, parabola i hiperbola date su jednac¢inom
B ed
P= 1 —ecoso¢

dok je kriva u obliku petlje, lemniskata data sa

0% = a?sin 2¢
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a "srcolika” kardioida sa

p = 2a(1l + cos ¢)

6.4 Ravan

Od ovog odeljka ponovo ¢emo se vratiti posmatranju tacaka u prostoru,
odnosno u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu O,,.. Najpre
¢emo razmotriti koje jednacine zadovoljavaju sve tacke koje pripadaju jednoj
ravni.

Neka je data tacka My(xo, yo, 20) 1 vektor @ = (A, B, C). Kroz tacku M,
mogucde je postaviti jednu i samo jednu ravan « normalnu na vektor 7. Ako
je M(x,y,z) proizvoljna tacka u ravni, onda vektor ]\W lezi u ravni, pa
su ovaj vektor i vektor 7 medusobno normalni. Ako je 7§ = OM, vektor
polozaja tacke My, a 7 = OM vektor polozaja tacke M, onda je

MoM =OM —OMy =T —T7¢

Iz normalnosti vektora M, M i sledi da je njihov skalarni proizvod

=l

ili, izrazeno preko vektora 7 i Tg

(T —7) =0
odnosno
m-T -1 -Tg=0

Ako se se za skalarni proizvod fiksnih vektora 7 i 7 uvede oznaka

T =D

dobije se jednacina

w-T+D=0

Ova jednacina predstavlja jednacinu ravni u opstem (vektorskom) ob-
liku, odnosno opstu wvektorsku jednacinu ravni. Ovu jednacinu zadovolja
proizvoljni vektor polozaja r tacke u ravni.

Kako je dalje 7 = OM, = (%0, Yo,20) 1 T = OM = (x,y,2) to je

T)_r_(;:(x_xmy_y(bz_zﬂ)
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pa se iz
w- (7 —73)=0
dobija
A(x —x0) + B(y —yo) + C(2 — 2) =0
odnosno
Ar+By+Cz+ D=0
jer je D = —(Axg + Byo + Cz) = —7 - Tg. Ova jednacina predstavlja

jednacinu ravni u opstem (skalarnom) obliku, odnosno skalarnu jednacinu
ravni kroz jednu datu tacku sa poznatim vektorom normale na ravan.

Vektor 7 odreduje ravan o samo svojim pravcem, dok intenzitet i smer
tog vektora mogu biti proizvoljni. Ravan dakle ima beskona¢no mnogo vek-
tora normale.

Ako je D = 0 onda koordinatni pocetak pripada ravni. Ako je, pak,
D # 0 onda se jednacina ravni moze zapisati i u segmentnom (kanonickom)
ili normalnom obliku:

z Yy oz

IR AT |
+b+c

Qo |

gdejea:—%, b:—%,c:—

Tacke M (a,0,0), N(0,b,0) 1 P(0,0,c) su tacke koje pripadaju ravni i is-
tovremeno leze na koordinatnoj osi Ox, Oy i Oz, respektivno. Prema tome,
veli¢ine a, b i ¢ predstavljaju odsecke (segmente) koje ravan odseca na koor-
dinatnim osama.

6.4.1 Rastojanje tacke od ravni

Ako je N(z,y,z) neka tacka van ravni, a No(zo, Yo, 20) njena ortogonalna
projekcija u ravan, tada je NNy rastojanje tacke N od ravni. Kako je

ONOZON+NN0

to je

NN, =ON, — ON

Ako sada uvedemo oznake 7 = ON i 7 = ON, tada je NNy =79 — 7.
MnozZenjem ove jednacine skalarno sa 7 gde je T vektor normale ravni
dobijamo
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pa je, prema tome

7 NNe=-D—-7 -7

odnosno, kako je ugao izmedu 7 i NN ili 0 ili 7, odnosno njegov kosinus je

ili 1 ili —1, to dobijamo
+| 7| |[NNo| = —(7 - 7 + D)
odakle sledi

+D
|NNo| = | |

S

odnosno

|Az 4+ By + Cz + D)|

Ovom jednac¢inom je, dakle, dato rastojanje tacke M (z,y,z) od ravni
Ax + By + Cz+ D = 0. Ako je tacka M u ravni ona zadovoljava jednac¢inu
ravni, pa ¢e u tom slu¢aju u jednacini ravni |Az + By + Cz + D| biti jednako
0, odnosno i samo rastojanje tacke od ravni jednako 0.

Ako su date dve ravni

|NNo| =

ozlelx—i—Bly—i—C'lz—i—Dl:O
g Asx + Boy + Coz+ Dy =0

onda je ugao izmedu tih ravni jednak uglu izmedu njihovih vektora normale
ni = (A1, By, C1) i ng = (Ay, By, C3), odnosno

ni -3 o A1Ay + BBy + C1Ch
- ml A+ B+ O AT+ B+ O

cos /(ay, ap) = cos (17, n3) =

Ako je m; L ms (ravni su medusobno normalne), onda je nj - n3 = 0
odnosno AjAs + B1By + C1Cy = 0. Ako je ni||n3 (ravni su medusobno
paralelne) onda je
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4B G,

A, By Gy

Ako se paralelne ravni poklapaju onda za svaku tacku M (xg, yo, 20) koja
pripada jednoj odnosno drugoj ravni vazi

Alflf() + Blyo + Clzo + D1 =0
AQI‘O + Bgyo + CQZO + D2 =0

Kako ravni koje se poklapaju imaju vektore normala koji su kolinearni
to iz proporcionalnosti koordinata ovih vektora sledi Ay = kA, B; = kB,
C, = CA,, pa prva od gornje dve jedna¢ine postaje

k‘AQZL’O + kBgyo + kCQZQ + Dl =0

dok se mnozenjem druge jednacine sa k dobija

k?AQ(L’() + k?Bgyo + ]{?CQZ() + k.DQ =0

Odavde sledi da je D; = kD, odnosno 22 = k pa za ravni koje se

D2
poklapaju vazi

A _ B _ G _ D
Ay, By Cy Dy

6.5 Prava u prostoru

Ako je My(xo,yo, 20) tacka u prostoru, a p = (I,m,n) neki vektor, onda
postoji samo jedna prava p koja prolazi kroz tacku M, a paralelna je vektoru
7. Vektor T je vektor pravca prave p. Neka je M (z,y, z) proizvoljna tacka
na pravoj p, onda vazi

MM || 7

S druge strane ako je Ty vektor polozaja tacke My, a T vektor polozaja
tacke M, onda je MgM = 7 — T, pa vazi

=T | 7

Ovi vektori su, dakle, kolinearni, pa za njih uvek postoji neko ¢t € R\ {0}
takvo da je

T e
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odakle dobijamo

T =T+t

sto je parametarska vektorska jednacina prave p.
Sa druge strane iz kolinearnosti vektora sledi i da im je vektorski proizvod
jednak nuli, odnosno

Px (7T —-75)=0
odakle dobijamo

TXT—F x7%=0

X
pa ako sa ¢ oznac¢imo vektor P X Tg

X Ty onda je

- = —

pxnr=4q

Sto predstavlja opstu vektorsku jednacinu prave.
Kako je 7 = (z,y, 2), 76 = (%0,%0,20), a P = (I,m,n) to iz

T =T+t

sledi
$:$0+tl
Yy =1y +Iitm
z=2zy+1tn

Sto su parametarske jednacine prave.
Iz parametarskih jednacina prave dobijamo

T—To Y—Y <2 %20

l m n

odnosno normale (kanonicke) jednacine prave.

Kanonicke jednac¢ine prave mogu se transformisati u dve linearne jednacine
sa tri nepoznate, koje s mogu interpretirati kao jednacine dveju ravni u ¢ijem
preseku je zadata prava. Obrnuto, ako se dve ravni

Alx—i—Bly—l—C’lz—i—Dl:O

Asx + Boy 4+ Coz + Dy =0
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seku, onda je tim linearnim jednacinama zadata njihova prese¢na prava.
Ako su date dve prave

LT = Y-y 2 &
pl' = —=

L ma ni
) r—T2 Y—Y2 22— %22
b2 = =
ly mo no

onda je ugao izmedu te dve prave jednak uglu izmedu njihovih vektora
pravaca p; = (ly,m1,n1) i D3 = (la, ma, na)

= |]71>H172>| a \/Z%—|—m%+n%\/l%+m%+n%

cos (p1, p2) = cos(p1, P3) = P p2 12 + myma + niny

Ako su prave paralelne onda je i py || D3 pa je

L my ny

E B mgy na
Ako su prave normalne onda je i p; L ps odakle je

lllg + mime + Ning = 0
Prave koje nisu paralelne mogu se seci ili biti mimoilazne. Ako se seku,
onda je vektor M; M, koji spaja proizvoljnu tacku M (xy, 31, 21) sa prave p;
sa proizvoljnom tackom My(z2, ye, 22) sa prave ps komplanaran sa vektorima
P11 ps. Kako je My My = (x9 — 21,92 — Y1, 22 — 21) to iz komplanarnosti ova
tri vektora sledi da im je mesSoviti prozvod jednak 0, odnosno
To—T1 Y2 —Y1 <2 — 21
ll mi nq =0
ly mo na
sto je uslov da se dve prave seku.
Najkrace rastojanje izmedu dve prave dato je sa

—_—
|(P1 X Pp3) - My M|
|Pi X D3|
Ovo rastojanje jednako je visini H paralelepipeda konstruisanog nad vek-

torima ]71), p_2> i MlMQ.
Kako je V.=B-H gdeje V = |(pi X ps - M1 M,|, a B = |p1 X D3] to je

d:

gV _ (B x p3) - My M|
B |1 % P3|

Sto predstavlja najkrace rastojanje izmedu dve mimoilazne prave.
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6.6 Odnos prave i ravni

Ako su date prava

=0  Y—Yo <F— %0
m n

1 ravan

a:Ar+By+Cz+D =0

onda se pod uglom ¢ izmedu prave i ravni podrazumeva ugao izmedu prave i
njene ortogonalne projekcije u ravan. Taj ugao je komplementaran sa uglom
izmedu prave i vektora normale ¢, odnosno

T
90+¢—§

Kako za komplementarne uglove vazi da je sinus jednog ugla jednak kosinusu
drugog, kao i obratno, to je

| -
sin ¢ = cos ¢ = =7

odnosno
Al+ Bm + Cn

sin @ =

VA2 + B2+ C?- /12 +m? +n?
Prava je normalna na ravan ako je njen vektor pravca kolinearan sa vek-
torom normale ravni (7’ || 7), odnosno, ako je

A B C
I m n
Prava i ravan su paralelne ako je vektor pravca prave normalan na vektor
normale ravni (p° L 7), §to znaci da je - W = 0, odnosno
Al+Bm+Cn=0
Da bi prava lezala u ravni potrebno je i dovoljno da je P L 7 i da tacka
Moy(z0, Yo, 20) koja pripada pravoj p istovremeno pripada i ravni «, odnosno
da je
Al+Bm+Cn=0
Axg+ Byg+Cz+ D =0
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Ako se prava i ravan seku presecna tacka se najlakse dobije kada se iz
parametarskih jednacina prave

r=x0+tl y=yo+tm z=2z+1tn

i jednacine ravni

Ar+By+Cz+D =0

formira jednacina

A(xg+tl) + B(yo +tm) + C(zp +tn)+ D =0

iresi po t, pa se na osnovu resenja ove jednacine po parametru ¢ = t; odrede
koordinate presecne tacke xy = xg + lty, y1 = yo + mty, 21 = 2o + nit;.

6.7 Povrsi u prostoru

Opsti oblik povrsi u prostoru dat je jednacinom

z:f(:v,y)

ili

F(z,y,2) =0
Ako je

F(z,y,2) = A2* + By + C2* + Day + Exz + Fyz + Go + Hy + Iz + J

onda se radi o povrsi drugog reda.
Ako je pritome A =B =C1D = F = F = 0 iz ove jedna¢ine moze se
izvesti jednacina oblika

(x—a)+(y—0*+(2—c) =R
koja predstavlja jednacinu sfere sa centrom u tacki C(a,b,c) poluprecnika
R.

Ovde ¢emo samo navesti jos neke povrsi drugog reda, koje pri tome mogu
biti i rotacione, konusne ili cilindricne. Rotacione povrsi nastaju rotacijom
neke krive C' oko fiksne prave koja sa naziva osom rotacije, a konusne povrsi
opisuje prava, koja se naziva generatrisa, a koja prolazi kroz neku fiksnu
tacku i krec¢e se duz neke krive D koja se naziva direktrisa. Cilindri¢ne povrsi
opisuje prava (generatrisa) koja se translatorno kreé¢e duz krive D (direktrise).
Sve povrsi drugog reda ovde ¢e biti date jednacinama u kanonickom obliku.
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) ﬁé + Zé + i—i = 1 predstavlja elipsoid. Ako je a = b = ¢, onda se radi o

sferi. Ako se ova povrs preseca ravnima, dobijaju se elipse.

z 2 22

2 2 2 . 2 . o . .
-G+ - 4% =11%+ 4% — % = —1 su jednacine jednolisnog odnosno

a b2
dvolisnog hiperboloida. Preseci ovih povrsi sa ravnima daju elipse (ako

je ravan paralelna sa koordinatnom ravni Oxy) ili hiperbole (ako je
ravan paralelna sa koordinatnom ravni Ozz) ili dve prave koje se seku.

%2 + %2 =2z1i %2 — % = 2z predstavljaju jednacine eliptickog i hiper-
bolickog paraboloida. Ako se ove povrs preseku ravnima dobijaju se
elipse i parabole, odnosno hiperbole i parabole.

% + %j — i—; = 0 predstavlja konus drugog reda.

%j“g; =1, z—z—z—j = 11iy? = 2pz su jednacine eliptickog, hiperbolickog

i parabolickog cilindra.

2 2 2 . . - . .
L —h=05=1i 2% = 0 su jednacine dve ravni koje se seku, dve

paralelne ravni i jedne ravan (yOz).

Kao sto smo videli, preseci povrsi drugog reda sa ravnima daju krive
drugog reda koje se nazivaju joS i konusni preseci. Opsti oblik konusnih
preseka u ravni xOy moze se dobiti iz jednacine povrsi drugog reda za z = 0
i glasi

Az® +2Bxy + Cy* + 2Dz +2Ey + F =0

Sto odgovara opstoj jednacini krive drugog reda.



